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"V^orwort des Herausgebers. 


Anf den Antrag der Verlagsbuchliandlung yon B. G-. Teubner in 
Leipzig babe ich es xibernonamen, eine dentscbe Ansgabe der ^,Teoria 
delle funzioni analiticbe^^ von Gr. Vi v anti zu veranstalten. Icb bin 
diesem Antrage deswegen gern gefolgt, weil icb selbst vor Jabren 
Vorarbeiten zu einer Monograpbie der eindeutigen und insbesondere 
der ganzen Funktionen begonnen batte^ za der icb aus Seminar- 
vortragen von WeierstraB und spateren Unterbaltiingen mit diesem 
Anregungen empfangen batte. Die stetig zunebmende Piille neuer 
Arbeiten Tiber das genannte Gebiet sowie eine starke Inanspruch- 
nabme meiner Zeit und Arbeitskraffe nacb anderen Bicbtimgen waren 
aber der Ausfiibrung meiner Absicbt nicht giinstig, und es vrar mir 
daber eine Freude, die geringe MuBe, die mir verblieb; der deutscben 
Ansgabe von Vivantis Theorie der eindeutigen' anahjfiscJicn FiinJdionen 
zu widmen, die in vieler Hinsicbt meinen alien Plan verwirkbcbte. 

Fiir die deutscbe Ausgabe erscbien es mir znnacbst als unerlaB- 
licb, den dritten Teil einbeitlicb zu gestalten und erbeblicb weiter 
auszubauen^ als dies im Original der Fall war, Der Herr Verfasser, 
dessen ausgezeicbnete Kenntnis der deutscben Spracbe dem Werk in 
jeder Weise zu statten gekommen ist, bat meine wesentbcben Wiinsebe 
auf das Entgegenkommendste erfiillt; er bat nicbt nur den dritten Teil 
fast ganz neu gefaBt, sondern er hat auch die beiden ersten Teile 
mebr oder minder groBen Anderungen und Erganzungen unterworfen. 
Es sei mir gestattet^ Herrn Vivanti fiir die Beriicksicbtigung meiner 
Wiinsebe und fiir die unermiidlicbe Liebenswtirdigkeit^ mit der er alle 
Korrekturen und Revisionen durchgeseben bat, meinen warmsten Dank 
ausznsprechen. 

Als Grundlage fiir die deutscbe Ausgabe diente in erster Linie 
das von dem Verfasser durcbgesebene bezw. umgearbeitete Original- 
manuskript^ dessen Ubersetzung iibertmg die YerlagsbucKhandlung 
Herm Kandidat d. b. Scb. R. Knescbke in Braunschweig, der seine 
Aufgabe in dankenswerter Weise erledigt und aucb bei der Korrekbur 
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geholfen hat. Dieses deutscKe Manuskript unterzog ich nun einer 
sachlichen und sprachlichen Uberarbeitung^ die daim ibrerseits die 
Druckvorlage bergab. Die Korrektiir war ziemlicb zeitraubend und 
umstandlicb. Auf meine Bitte beteiligten sicb die Herren A. Scboen- 
flies und P. Stackel in der bereitwilligsten Weise an der Durcb- 
sicbt^ und icb scbulde beiden sebr verebrten Kollegen fiir zablreicbe 
formale und sacblicbe Bemerkungen berzlicbsten Dank. 

Gf-anz besondere Aufmerksanikeit baben der Herr Verfasser und 
icb auf genauen Ausdruck und vor allem auf zweckmabige Termino- 
logie gelegt. Vielleicbt tragt das YOrliegende Buch dazu bei^ dem 
scbwankenden Spracbgebraucbe, namentlicb im Gebiete der ganzen 
Funktionen, ein Ende zu macben. Die gewablte Bezeicbnungsweise 
scbeint mir allgemeine Annabme zu verdienen. 

Die Fertigstellung der vorliegenden Bearbeitung bat sicb erbeb- 
bcb Yerzogert durcb IJmstande, deren Bebebung nicbt in meiner 
Macbt lag. Icb mocbte nicbt unterlassen, der Firma B. G. Teubner 
fiir die Geduld und fiir das liebenswiirdige Eingeben auf alLe meine 
Wunscbe biermit nocb meinen besonderen Dank auszusprecben. Moge 
die Aufnabme des Bucbes der Yon alien Seiten aufge wand ten liebe- 
Yollen Sorgfalt entsprecben! 

Halle a. im Oktober 1905. 

A. Gutzmer. 



Vorwort des Verfassers. 


Der Yorliegende Band ist keineswegs eine einfaclae Ubersetzung 
meiner im Jakre 1901 im Yerlage von U. Hoepli erschienenen Tear la 
dclle funsloni analiticlie:^ denn der Herausgeber hatte den dringenden 
Wunscb. geanBert^ einige Teile, die ans Mangel an Raum nnr gestreift 
worden waren, namentlich der letzte Abscknitt^ mochten eine ans- 
fiilirliclie Behandlnng und Darstellnng erhalten. 

Ich bin diesem Wnnsclie nm so lieber naehgekommen. als einige 
inzwisehen erscbienene Arbeiten, besonders diejenigen von Pringsbeim, 
dazu geeignet waren, nieine Anfgabe zn eiieicbtern, obne miek zu 
notigen^ die elementare^ d. k. von der Infinitesimalrecknnng unab- 
kangige Metkode zn verlassen, die im ganzen Buck streng inne- 
gekalten wird. So ist z. B. die nenere Tkeorie der ganzen Fimktionen, 
die in dem italieniscken Original anf seeks Seiten bekandelt wii*d, 
zn einer wakren Monograpkie dieses Grebietes geworden, in der die 
Ergebnisse der nenesten Untersucknngen systematisck nnd einkeitlick 
entwickelt "werden. Ick kabe anck die Gelegenkeit benutzt, nm zakl- 
reieke Verandernngen vorznnekmen nnd Znsatze zn mackenj so daB 
das Werk; okne daB es seine Eigenart verandert katte^ dock als ein 
vollig nenes zn ketrackten ist. Die Literatnr ist bis znr Mitte des 
lanfenden Jakres fortgefukrt nnd die Bikliograpkie der Mengenlekre 
nnserem Verzeicknis einverleikt worden. 

Herr A. Gntzmer bat der dentseken Ansgabe die groBte Sorg- 
lalt nnd Miike gewidmet; es sei mir erlanbt^ ikm kierfiir wie fiir 
zaklreicke wertvolle Bemerknngen offentlick meinen kerzlicksten Dank 
ansznsprecken. Ekenso bin ick den Hen’en A. Sekoenflies nnd 
P. Stackel fur eine Reike von wicktigen Bemerknngen und Rat- 
scklagen zu besonderem Dank verpfliektet. Anck der Liebenswurdig- 
keit der Verlagsbnckkandlnng von B. G. Tenbner in Leipzig, die 
eine ungemein nmstandlicke nnd vielfaltige Revision ermoglickt kat, 
muB ick dankbar gedenken. Ilmen alien werde ick es zuznsckreiken 
kaben, wenn — wie ick koffe — dieses Buck eine freundlicke Auf- 
nakme bei der dentseken matkematiseken Jngend linden nnd zum 
Eortsekritt der nenereii Analysis in Deutsckland keikelfen wird. 

Messina, im Jnli 1905. 


G. Yivanti. 
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Brster Teil. 

Elemente der MengenlehreO- 


Definitionen mid grundlegende Satze. 

1 . Unter der Umgebung eines Punktes auf einer Gr era den ver- 
steht man eine Strecke von beliebiger Lange , die diesen Punkt 
entbalt-, denkt man sick die Gferade horizontal; so nnterscheidet man 
den rechts von dem betrachteten Pnnkte gelegenen Teil der Strecke 
von dem links gelegenen dnrch die Bezeichnung rechte Umgebung 
bezw. linke Umgebung. Unter der Umgebung eines Punktes 
(einer StelJe) in einer Ebene versteht man einen ebenen Bereich von 
beliebiger Form und Ausdehnung, der den betreffenden Punkt ein- 
schlieBt. Haufig werden wir als Umgebung eines Punktes einen Kreis 
nehmeU; der mit beliebigem Radius um jenen Punkt beschrieben ist. 

Eiir gewisse analytische Untersuchungen empfiehlt es sich^ die 
Ebene — im Gegensatz zur Geometric — als nur mit einem unend- 
lich fernen Punkte behaftet anzunehmen. Als Umgebung des unend- 
lich fernen Punktes muB man dann den unendlichen Teil der Ebene 
bezeichnen, der auBerhalb ledes beliebigen endlichen Bereiches ver- 
bleibt^). 

3. Als eine Menge bezeichnet man eine wohldefinierte Gesamt- 
heit von Elementen von der Art, daB sick; wenn ein Element gegeben 

1) liber die Bibliograpbie des Gegenstandes siebe Vi v anti, 497, 498, 510. 
(Diese JSTummern beziehen sicb auf das bibliograpbiscbe Yerzeicbnis, das sich 
am ScbluJS dieses Werkes befindet.) Eine ausfdiirlicbe Behandlung der Mengen- 
lebre wurde kiirzlicb von Scbonflies (442) veroffentlicbt. Neneste Literature 
Bernstein 25, Bindoni 38, Borel 45, Bortolotti 80, Dunan 140, Evellin 
et Z. 143, Gundersen 179, Hausdorff 200, Jurgens 219, Keyser 221, Levi 
261, 262, Maillet 281, 282, Russell 436, Scbonflies 446, Wbitebead 519, 
Zermelo 523. 

2) Hinsicbtlicb des Weges, auf -welcbem man zu dieser Definition gelangt, 
vergleicbe man: Vivanti, Corso di calcolo infinitesimale, S. 20 und 67, Messina, 
Trimarcbi 1899. 

Vivanti, Theorie der eindeutigen. analytisciien Punktionen. 1 
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ist^ stets entscheiden laBt, ob es der betracbteten Gresarntbeit ange- 
bort Oder nicbt. Wir werden im besondein Mengen von Punkten zu 
betracbten baben^ die aiif einer Geraden oder in einer Ebene liegen. 

Eine Menge beifit endlicb, wenn man^ indem die Elemente 
einzeln weggenommen nnd ibnen der Eeibe nacb die Glieder der 
natiirlicben Zablenreibe zugeordnet werden , scblieBlicb bis zu einem 
Gliede gelangfc, iiber das binans das Verfabren nicbt mebr fortgesetzt 
werden kann^ weil nunmebr alle Elemente der Menge weggenommen 
sind. Bezeicbnet man also die Elemente mit einem und demselben 
Bucbstaben, der als Index beziebungsweise die entsprecbende Zabl 
erbalt, so laBt sicb eine endlicbe Menge stets folgendermaBen dar- 
stellen: 

Eine nicbt endlicbe Menge beifit unendlicb. 

Man sagt von einer Menge sie sei in einer andern Menge N 
entbalten oder bilde einen Bestandteil oder eine Teilmenge von 
N, wenn alle Elemente von M zugleicb N angeboren; man nennt M. 
einen ecbten Bestandteil von N, wenn M einen Bestandteil von 
N bildet; obne mit N identiscb zu sein. 

3, Ein Punkt beibt Grenzstelle (Haufungsstelle) einer gegebenen^ 
in einer Ebene begenden Punktmenge, wenn in jeder beliebigen Um- 
gebung von ibm Punkte der Menge entbalten sind^ die von ibm ver- 
scbieden sind. Zum Beispiel bat die Menge aller Punkte der Ebene^ 
deren kartesiscbe Koordinaten in bezug auf zwei Acbsen rational sind, 
alle Punkte der Ebene zu GrenzsteUen; die Menge aller Scbnitt- 
punkte zweier Buscbel paralleler Geraden von gleicbem endlicben 
Abstande bat als einzige Grenzstelle den unendlicb fernen Punkt. 

Eine Grenzstelle einer Menge kann der Menge selbst angeboren 
oder nicbt. 

4. Eine endlicbe Menge bat keine Grenzstelle. 

In der Tat: 

a) der unendlicb feme Punkt kann keine ibr zugeborige Grenz- 
stelle sein, weil sicb immer ein endlicber Bereicb angeben laBt, 
welcber alle in endlicber Entfernung gelegenen Punkte der Menge 
einscbbeBt; 

b) irgendwelcber andre Punkt P kann es nicbt sein, weil, wenn 
d die kleinste der Entfemungen des Punktes P von den einzelnen 
Punkten der Menge ist (P selbst, wenn er ibr angebort, ausgenommen), 
ein Xreis mit dem Mittelpunkt P und von kleinerem Radius als 8 
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keinen von P versckiedenen^ der Menge angekorenden Punkt ein- 
schlieBen kann. 

5. Eine unendliche Punktmenge besitzt mindestens eine 
Grrenzstelle. 

Es konnen zwei Falle eintreten: entweder gibt es ein Reckteck 
von endliclien Dimensionen^ das alle Pnnkte der gegebenen Menge 
A in sick entkalt^ oder kein§s. Im zweiten Falle ist der unendlick 
feme Punkt eine Grenzstelle der Punktmenge, Im ersten Falle mrd^ 
wenn man sick das Reckteck durck zwei ParaUelen zu den Seiten in 
vier gleicke Recktecke geteilt denkt^ mindestens eines 

der vier Recktecke^ etwa unendlick viele Pnnkte von J. entkalten. 
Wird in derselben Weise in vier gleicke Recktecke y^^ y^ 

geteilt, so wird mindestens eines von diesen, etwa y^, unendlick viele 
Pnnkte von A entkalten nsw. Die Eoordinaten der Eckpnnkte der 
Recktecke Pu yi} • ‘ ' ki bezng anf zwei zn den Seiten von cc 
paraUele Acksen bilden zwei Elassenpaare, nnd der Punkt P, der 
deren Trennungselemente^) zu Eoordinaten kat, liegt innerkalb 
aller dieser Recktecke; ist also irgendwelcke Umgebung von P ge- 
geken, so laBt sick in der Folge von Recktecken immer ein erstes 
finden, das darin entkalten ist^), so daB die Umgebung sickerlick nn- 
endlick viele Pnnkte von A einscklieBt. Folglick ist P eine Grenz- 
steHe der gegebenen Punktmenge. 

6. Die Gesamtkeit aller Grenzstellen einer Menge A keiBt die 
Ableitung von A nnd wird mit A' bezeieknet. Bestekt die Menge 
A' aus unendlick vielen Punkten, so besitzt sie eine abgeleitete Menge 
M", welcke die zweite Ableitung von A genannt wird usf. 

Wenn man nack einer endlicken Anzakl n von Ableitungen eine 
endlicke Menge A^^^ erkalt, so sagt man, A ist von der ersten 
Gat tun g nnd von der Art n- im entgegengesetzten Falle keiBt A 
von der zweiten Gattnng, 

Aus der Definition der abgeleiteten Menge folgt unmittelbar: 

Wenn M in P entkalten ist, so ist auck A' in JB' ent- 
kalten. 

7. Wie auck die Menge A besckaffen sei, stets ist A" in 
A' entkalten. 

1) tiber diese Begriffe sieke z. B. Vivanti, a. a. 0., S. 17. 

2) Nekmen wir z. B, als Umgebung von P einen Kreis mit dem Mittelpunkt P 
(s. Art. 1), so konnen wir in der Reihe der Recktecke a, ft, 7i, • • ' stets ein 
erstes Reckteck finden, dessen Diagonals kleiner ist als der Radius des Kreises, 
und da dieses Reckteck den Mittelpunkt P entkalten muB, so wird es (nnd 
ebenso alle folgenden) vollstandig in dem Kreise entkalten sein. 
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1st P irgend ein Punkt yon A” imd wird nni P als Mittelpunkt 
ein beliebig kleiner Kreis d beschrieben^ so liegen innerkalb desselben 
Punkte yon A'j die yon P yerscbieden sind. 1st Q einer derselben 
und wird innerbalb d nm Q als Mittelpunkt ein Kreis s bescbrieben, der 
P nicbt entlialt, so liegen Punkte yon A in s. Daraus folgt^ daB es 
innerbalb d Punkte yon A gibt^ die yon P yerscbieden sind; mitbin 
ist P eine Grenzstelle yon A und gebort demnacb A' an. 

8. Eine Menge beiBt isoliert^ wenn sie mit ibrer Ableitung 
keinen Punkt gemein bat; abgescblossen, wenn sie ibre eigene Ab- 
leitung entbalt; in sicb dicbt, wenn sie in ibr entbalten ist; perfekt, 
wenn sie mit ibrer eigenen Ableitung identiscb ist. 

Eine Menge beiBt tiberall dicbt in einem linearen oder ebenen 
Bereicbe, wenn alle Punkte des Bereicbes ibr zugeborige Grenzstellen 
sind^ wenn es also keinen iiocb so kleinen linearen bezw. ebenen 
Teilbereicb gibt, der nicbt Punkte der Menge entbielte. 

Eine Menge beiBt zusammenbangend^ wenn sicb nacb Wabl 
zweier beliebiger Punkte P, Q der Menge und nacb Annabme einer 
beliebig kleinen GroBe 6 eine endlicbe Anzabl yon Punkten A^y J-g, 
• • A^ der Menge finden laBt^ so daB die Strecken PJ.^, A^A^, • • •; 
An-iA^y A^Q samtlicb kleiner sind als <?. 

Eine perfekte und zusammenbangende Menge heifit eine stetige 
Menge oder ein Kontinuum. 

9. Jede zusammenbangende Menge ist in sicb dicbt. 

Gabe es namlicb einen Punkt P der Menge^ welcber keine Grenz- 
stelle derselben bildet, so wiirde sicb um P als Mittelpunkt ein Kreis 
bescbreiben lassen, der auBer P keinen weiteren Punkt der Meno-e 
entbielte; ebendeswegen wiirde es nicbt mbglicb sein, P mit einem 
andem Punkte der Menge durcb eine gebrocbene Linie wie die des 
yorigen Artikels zu yerbinden^ die aus Strecken bestiinde^ die kleiner 
waren als der Radius dieses &eises. 

10 . Wenn eine Menge A in sicb dicbt ist; so ist ibre 
Ableitung eine perfekte Menge. 

Dsi A m A' entbalten ist; so ist aucb A' in A" entbalten (Art. 6 
am Ende). Nun ist A" in A' entbalten (Art. 1), also ist A' = A", 
d. b. A ist perfekt. 

11 . Wenn eine perfekte Menge A eine abgeschlossene 
Menge A^ als ecbten Bestandteil entbalt; so ist die yer- 
bleibende Menge A^ in sicb dicbt. 

Jst P ein Punkt yon A^, so wird er, weil er A angebort; Grenz- 
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s telle von ^ nnd, da er es nicht von sein kann (well alle Grenz- 
stellen von ja angekoren), ancli von A^ sein. Foldich ist A. 
in sick dickt'). 


Machtigkeit der Mengen. 

12. Zwei Mengen haben, wie man sagt^ gleicbe Machtigkeit 
oder sind aqnivalent, wenn sich zwischen ihren Elementen (iiber 
deren Natur keine besondere Yoranssetznng gemacht wird) eine ein- 
eindeutige und vollstandige Beziehung, d. h. eine solche Beziehnng 
herstellen laBt^ daB jedem Elemente der einen von beiden Mengen 
ein nnd nur ein Element der andern entspricht nnd umgekehi't. 

Damit diirfen wir behanpten, den Begriff der Machtigkeit 2 ) den 
Prinzipien der allgemeinen GroBenlehre gemaB gebtihrend definiert 
zu haben. 

Die Machtigkeit einer Menge A bezeichnet man nach Gr. Cantor 
gewohnlich niit A’ die beiden dariiber gesetzten Striche sollen an- 
deuten; daB man ebenso von der ISTatnr wie von der Ordmmg dez* 
Elemente absieht. 

Der von nns eingefiihrte Begriff der Gleichheit von Machtig- 
keiten besitzt, wie man sich leicht hberzeugen kann^ die beiden 
charakteristischen Eigenschaften der Gleichheit uberhanpt^ namlich: 

a) Wenn ein Ding einem andern gleich ist, so ist das zweite 
dem ersten gleich. 

b) Zwei Dinge, die einem dritten gleich sind, sind nnter- 
einander gleich^). 

Die Aquivalenz zweier Mengen A^, A^ wird folgendermaBen be- 
zeichnet: 

wahrend die Bezeichnung A^ = A^ angibt, daB die beiden Mengen 
identisch, d. h. ans denselben Elementen gebildet sind. 

Die Machtigkeit einer Menge wird anch ihre Kardinalzahl ge- 
nannt, so daB alle aquivalenten Mengen dieselbe Kardinalzahl haben. 


^ 1) Die in diesem Kapitel entwiekelten Definitionen nnd Satze lassen sich 
nnmittelbar anf Punktmengen im ?z-dimensionalen enklidischen Ranme nber- 
tragen. 

2) Vgl. Bettazzi, Teoria delle grandezze, S. 3—7, Pisa, Spoerri, 1890.— 
Die Definition der Machtigkeit gehort zu denjenigen, welche die Logiker Defini- 
tionen durch Abstraktion nennen. S. Burali-Porti, Logica matematica, 
S. 140, Mailand, Hoepli, 1894. 

3) Die Eigenschaft; Jedes Ding ist sich selbst gleich, ist eine Polge von 
a) und b). 
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Die Kardinalzatl einer endliclien Menge wird luittelst des Zeichens 
angegeben^ welch.es die Anzahl ihrer Elemente darstellt; das ist des- 
halb znlassig, weil zwei endliche Mengen immer und nur dann aqui- 
valent sind, wemi sie die gleicbe Anzahl Yon Elementen enthalten. 

13. Sind Aj B zwei Mengen ohne gemeinsames Element^ so wird 
die Gesamtheit ihrer Elemente mit (A, B) oder gewohnlich mit 
AA-B bezeichnet. Die Eardinalzahl der Menge A+B (Vereinigungs- 
menge von A nnd B nach Cantor) wird als die Sum me der Ear- 
dinalzablen yon A und von B definiert^ und man schreibt: 

Analog verfahrt man bei einer groBeren Anzahl Yon Mengen. 

Die Operation, durch welche aus mehreren gegebenen EardinaD 
zablen ihre Summe gebildet wird, beiBt Addition. 

Setzt man = a, ^ = b, C = c, so gilt offenbar: 

a + (b + c) == (a + 6) + c, 

(X -f- b = b + a, 

d. h: Die Addition der Eardinalzahlen besitzt die assozia- 
tiye und die kommutatiye Eigenschaft. 

14. Sind A, B zwei beliebige Mengen, so bezeichnet man mit 
A • B (Yerbindungsmenge you A und B) die Gesamtheit der Paare, 
die man erhalt, wenn man jedwedes Element Yon A mit jedwedem 
Elemente Yon B yerbindet. Die Eardinalzahl you A • B wird als 
das Produkt der Eardinalzahlen you A und Yon B definiert, und 
man schreibt: 

1^== J.S 

Analog Yerfahrt man bei einer groBeren Anzahl Yon Mengen. 

Die Operation, durch welche aus mehreren gegebenen Eardinal- 
zahlen ihr Produkt gebildet wird, heiBt Multiplikation. 

Offenbar gilt, unter An wen dung der friiheren Bezeichnungen: 

a (b • c) = (a • b) c, 
a • b = B • a, 
ct (b "4" ~ Cl * b “f* 0- * 

d. h: Die Multiplikation der Eardinalzahlen besitzt die asso- 
ziatiye, die kommutatiye und die distributiye Eigenschaft. 

15. Es laBt sich leicht bestatigen, daB, wenn A und B endliche 
Mengen sind, die Addition und die Multiplikation der entsprechenden 
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Kardinalzahlen auf die gewohnliclie Addition imd Multiplikation posi- 
tiyer ganzer ZaUen hinauslauft. Wenn A = aj J5 = 6 ist^ wo a, 6 
endKche Zahlen sind, so ist tatsachlicli die AnzaM der Elemente der 
Menge A + die ans alien iliren Elementen^ znsammengenommen^ 
gebildet wird, a + 6^ und ebenso ist die AnzaU der Paare^ die aus 
einem Elemente yon A nnd einem yon JS gebildet werden^ a 6. 

Ist A endlicb. (A = n) nnd JB nnendlicb^ so ist AB die Gresamt- 
beit der Elemente yon B^ wenn jedes n-mal wiederholt wird; d, b.: 

i ^ w 

fiB = B -j- B -j- • • • -j- B . 

16. Weniger einfacb ist die Ausdebnung des BegrifiPs der Potenz 
auf unendlicbe Mengen. 

Sind A^ B zwei beliebige Mengen, so kann man die Elemente 
yon B auf mannigfacbe Arten durcb eyentuell nicbt lauter yerscbiedene 
Elemente yon A ersetzen; die Gesamtbeit dieser verscbiedenen Arten 
wird mit A^ (Belegungsmenge yon B mit A) bezeicbnet, und man 
scbreibt: 

wo ^ = a, iB = 6 gesetzt ist. 

Sind A und B endlicb, so ist A^ die Gresamtbeit der Anord- 
nungen yon a Elementen in 6 Stellen mit Wiederbolung, eine Zabl^ 
welcbe genau ist. 

Ist A unendlicb, B endlicb, so ist A^ die Gresamtbeit der An- 
ordnungen der Elemente yon ^ in B Stellen mit Wiederbolung, also 
(Art. 14) das Produkt yon b Eaktoren, die gleicb A sind. 

Welcber Art nun aucb die Mengen A, JB, C sind, stets gelten 
die drei Beziebungen: 

a) = 

in der Tat liefern uns alle Arten, die Elemente yon B durcb Ele- 
mente yon A zu ersetzen, kombiniert mit alien Arten, die Elemente 
yon C durcb Elemente yon A zu ersetzen, alle Arten, die Elemente 
yon jB+ C durcb Elemente yon A zu ersetzen; 

b) (a.b)^=a^-b^; 

in der Tat liefern alle Arten, die Elemente yon C durcb Elemente 
yon A zu ersetzen, kombiniert mit alien Arten, die Elemente yon C 
durcb Elemente yon B zu ersetzen, alle Arten, die Elemente yon C 
durcb Elementenpaare yon A und B zu ersetzen; 
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die Menge der Anordniiiigeii der Eleraente von Ay die man erhalt^. 
wenn man die Elemente der Menge B • C dnrch Elemente von A 
ersetzt^ ist in der Tat dieselbe, zu welcher man gelangen wtirde; 
■wenn man zuerst Elemente von A an die Stelle der Elemente von B 
setzte nnd dann die Elemente von G dnrcli Anordnungen ersetzte, die 
man nnter den so erhaltenen vorgenommen. 

17. Die einfaeliste unendliclie Menge^ die sicli nns zur TJnter- 
suclinng darbietetj ist die dnrcb alle nat-iirlicben Zablen gebildete; 
wir bezeicbnen sie mit N. 

Wir nennen jede Menge abzablbar^ welclie die gleicbe Mach- 
tigkeit besitzt -wie JSf, 

Die Kardinalzahl der abzablbaren Mengen wird gewohnlich nach 
G. Cantor mit bezeicbnet. 

18. Jede nnendlicbe Menge enthalt eine abzahlbare 
Menge. 

Die cbarakteristiscbe Eigenscbaft, auf Grand welcber wir von 
einer Menge sagen^ sie sei nnendlich, ist folgende (Art. 2 ): Mmmt 
man von ibr jede beliebige endliche Anzabl von Elementen weg, 
so verbleiben immer nocb andere. Hat man also von der gegebenen 
Menge A ein Element weggenommen^ so kann man ein zweites % 
nnd dann ein drittes wegnebmen, und dieses Verfabren laBt sicb 
nnbegTenzt fortsetzen. Knn ist die Menge a^y <^ 3 ? • • * abzahlbar^ 
da zwiscben ibr nnd N eine eineindeutige nnd voUstandige Beziebmig 
entstebt, wenn man fiir eine beliebige ganze Zabl r dem Elemente 
der ersten das Element r der zweiten zuordnet. 

19. Sind zwei Mengen aqnivalent und nimmt man von 
jeder von ibnen irgend ein Element weg, so sind die ver- 
bleibenden Mengen wiedernm aqnivalent. 

Die beiden Mengen seien Ay JB; man nebme von ibnen beziebent- 
bcb die Elemente ay b weg. Die verbleibenden Mengen bezeicbne 
man mit C, JD und scbreibe: 

A==a + Cy B^b + B, 

Entsprecben sicb a nnd b ziifolge der Beziebnng^ welcbe die 
Aqnivalenz von A nnd B begrundet^ so begrtindet ebendiese Beziebnng 
offenbar die Aqnivalenz von C nnd D. Entsprecben sie sicb nicbt^ 
so moge in A das Element % dem Element b, in B das Element b^ 
dem Element a entsprecben; und man scbreibe: 

0 = “b By 4” F' 
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Die Elemente yon E nnd yon F entsprechen einander mit Rtick- 
sicht anf die yon yornherein festgesetzte Beziehung; betrachtet man 
nun nberdies die Elemente a-^ und als sicb gegenseitig entsprechend^ 
so ist damit die Aquiyalenz der Mengen C, D festgestelli 

20. Kein endliclier (ecliter) Bestandteil einer Menge 
kann der Menge selbst aquiyalent sein. 

Sei 


“ 1 “ * ’ * + 


ein endlicber (ecbter) Bestandteil einer Menge A.j nnd es werde A. ~ 
vorausgesetzt. Ninamt man yon A und A^ das gemeinsame Element 
weg^ so erbalt man abermals zwei aquiyalente Mengen (Art. 19); ebensO;. 
wenn man nacb nnd nach a^, nsw. wegnimmt. Hat^man aber dieses 
Verfahien ^ 2 -mal ‘wiederb.olt^ so wird einerseits eine Menge yerbleiben^ 
welcbe sicher nocb. tiberHaupt Elemente entbalt (alle diejenigen Ele- 
mente yon A namlickj die nicbt A^ angeboren)^ andrerseits aber eine 
Menge welcbe keins mebr entbalt; es kann zwiscben ibnen sonacb 
keine Aquiyalenz besteben. Eolglicb ist die gemacbte Moraussetzung 
absurd. ^ 


21 , Jede in einer endlicben Menge entbaltene Menge 
ist endlicb. 

Sind 

die Elemente der endlicben Menge A^ so konnen wir alle diese Ele- 
mente mittelst n Operationen O^j 0^, • ' • y 0^ nacb und nacb wegnebmen.. 
Von den Elementen a mogen einige einer bestimmten^ in A ent- 
baltenen Menge B angeboren; sind diese in der Ordnung, in der sie in 
der Reibe (1) yorkommen, so werden sie nacb und nacb 

mittelst der Operationen 0,^^ 0-^, • • • weggenommen werden konnen^ 
deren Anzabl offenbar endbcb ist. Damit ist die Bebanptung bewiesen. 

22, Unter Berucksicbtigung des Art. 21 folgt aus Aid. 20 als 
besonderer Pall: Eine endlicbe Menge kann keinem ibrer Be- 
standteile aquiyalent sein^). 


1) Dem unbewanderteri Leser, der versucbt sein konnte, einige der Mer 
aufgestellten Ergebnisse fiir axiomatisch und demnacb die betreffenden Beweise 
fiir uberflussig zu halten, mocbten ■wir raten, erst ein wenig tiefer in dieaen 
yerfangliclien und sebwierigeu _ Teil der Analysis einzudringen. Er wird dann 
sebr bald innewerden, daB einige der Eigenscbaften, die man irrtumliclier- 
weise fiir logische Axiome anzuseben pflegt, ibre Geltung verberen, sobald man 
yon endlicben Mengen zu unendlicben ubergebt. Man lese z. B. gleicb den 
weiteren Eortgang dieses Artikels. 
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Diesem Satze steM der folgende gegeniiber: 

Jede imeiLdliclie Menge entlialt eineii ecbteii Bestandteil 
von gleieber Machtigkeit^). 

1 st A. eine iinendliclie Menge nnd sind <^2? ’ ’ * Elemente 
einer in ihr enthaltenen abzahlbaren Menge so schreiben wir: 

A = A^ + JB 

nnd bezeichnen ferner mit A2 die Menge ^ die man erbalt^ wenn 
man von A^ das Element % wegnimmt. Zv^^iscben der Menge A 
nnd der in ibr enthaltenen Menge A^ = A^ -j- jB laBt sich folgender- 
maBen eine eineindentige nnd vollstandige Beziebung berstellen: den 
Elementen JB von A ordnet man in Ag dieselben Elemente zn; den 
Elementen a^y <^2; * ‘ ‘ ordnet man die Elemente %? • • * von 

Ag zn. Damit ist die Aqnivalenz von A mit der ibir zngeliorigen 
Teibnenge Ag festgestellt. 

23 . Sind zwei nnendlicle Mengen von der Art, daB jede 
von ibnen eine der andern aqnivalente Teilmenge entbalt, 
so sind sie selbst einander aqnivalent. (Aqnivalenzsatz^). 

Ay B seien die beiden Mengen, A^y Teilmengen derselben, 
so daB: 

A B^y B ^ A^. 

A^ sei der Bestandteil von der mit Riicksicbt anf die Beziehnng 
zwiscben A-^ nnd B der Teilmenge B-^ von B entspricbt; dann ist: 

A^ ^ B^r^ A. 

Ag sei der Bestandteil von A^, der mit Rncksicbt anf die Beziehnng 
zwischen A^ nnd A der Teilmenge A^ von A entspricbt; dann ist: 

A ~ A 

nsf. Jede der Mengen A, A^y A^y Agy A, ■■■ enthalt alle folgenden, 
nnd wir konnen setzen: 

A = A^ -j- Cj^y Aj^ == A2 -h Ggy • * • . 

Weil jede der Mengen A^y A^y * • • der einen oder der andern 
der nnendlichen Mengen Ay B aqnivalent ist, so bestehen sie alle 

1) Diese Eigenscbaffc mrd von verscMedenen Antoren als Definition der 
nnendlichen Mengen betrachtet. 

2) Dieser wichtige, von G. Cantor ansgesprochene Satz ist von Schroder 460 , 
Bernstein 26 nnd Zermelo 623 bewiesen worden. 
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aus unendlicli vielen Elementen, nnd ilire allmaliliche Bildnng lafit 
sicli unbegrenzt fortsetzen. Bezeiclmet man mit D die Gresamtbeit 
der alien diesen Mengen gemeinsamen Elemente (sie kann gegebenen- 
falls ancb Null sein)^ so hat man: 

A == + Cg -h Cg + Q + * * • ^ 

~ -D + Cg + O3 + C4 + C5 + ‘ * • • 

Weil nun mit Riicksicht anf die zwischen A und A 2 Yorhandene 
Beziehung deren beztigliche Bestandteile A^ einander entsprechen, 
:so wird dasselbe fiir die yerbleibenden Teilmengen statthaben; 

es ist deshalb: 

Analog ist allgemein: 

Schreibt man also den Ausdmck fiir A in der Form: 


^ i) -j- + C4 + Cg + • • ‘ 

and Yergleicht Dm mit demjenigen fiir A^, so sieht man^ dab schlieB- 
lich jede der beiden Mengen A, A^ in eine abzahlbare Gesamtheit 
Yon Teilmengen zerlegt erscheint^ und daB die Mengen, die sich in 
beiden Zerlegungen der Reihe nach entsprechen, entweder identisch 
Oder aquiyalent sind. Daraus folgt; 


und mithin: 


A rsj A^ 
A<^ jB. 


24:. TJmgekehrt: Wenn zwei unendliche Mengen AL, B 
aquivalent sind, so enthalt jede you ihnen eine der andern 
aquiyalente Teilmenge. 

In der Tat kann man zwei Teilmengen derselben A^j B^ derart 
bestimmen, daB (Art. 22): 

A^ ^ A, R 5 

nun ist: 
f olglieh : 

A^ By JBjl A. 

26. Sind A, B zwei Mengen you der Art, daB A einen B aqui- 
Yalenten Bestandteil enthalt, ohne daB das TJmgekehrte statthat, so 
besitzen A und B nicht gleiche Machtigkeit (Art. 24). 

Wir sagen in diesem Falle, die Machtigkeit you A sei groBer 
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als die yon JB, oder ancli, die Machtigteit von B sei kleiner ak 
die yon A^). Es laBt sick leickt zeigen, daB die so eingefiiiirten 
Begi’iffe ^^groBer^^ nnd „kleiner^^ bezuglick der Macktigkeit folgende 
di*ei ckarakteristiseke Eigensckaften besitzen (wobei f) usf. Macktig- 
keiten bezeicknen) : a 

a) Wenn a >6; so ist b<a. 

b) Wenn a > b, a == a', b = b', so folgt: a > b'. 

c) Wenn a > b nnd b > c, so ist a > c. 

26* Die Macktigkeit einer Menge ist groBer oder gleick 
der jeder in ikr entkaltenen Menge. 

Ist A die gegebene Menge^ A^ ein Bestandteil derselben^ so laBt 
sick in A eine Teilmenge angeben, die mit A^ aquiyalent, ja sogar 
identisek ist. Damit ist die Bekanptnng bewiesen. 

Hierans nnd ans Art. 18 folgt: 

Die * unendlicken Mengen, welcke die kleinstmoglicke 
Macktigkeit besitzen, sind die abzaklbaren Mengen. 

In Zeicken kat man fiir jede beliebige unendlicke Kardinalzakl a: 

Ebendeskalb nennt man die Macktigkeit der abzaklbaren Mengen 
die erste Macktigkeit. 

Es ergibt sick also: 

Jede unendlicke Menge, die in einer abzaklbaren Menge 
entkalten ist, ist abzaklbar. 

Beacktet man weiter, daB jede unendlicke Menge fiir jede be- 
liebige positiye, ganze Zakl n offenbar Teilmengen yon n Elementen 
entkalt, so kat man fiir jede beHebige unendlicke Kardinalzakl a 
und jede endkcke Zakl ni 
a > ^. 

1) Man konnte auf den ersten Blick glauken, es rniisse, wenn zwei Mengen 
A, B gegeben sind, notwendigerweise einer der in Betrackt gezogenen Fiille 
eintreten: entweder entkalt jede von iknen einen der andern aqnivalenten Be- 
standteil, oder A entkalt einen B aqnivalenten , oder B einen A aqnivalenten 
Bestandteil. G-leickwokl laBt sick ein vierter Fall denken: keine der beiden 
Mengen entkalt einen der andern aqnivalenten Bestandteil. Dieser Pall tritt 
z. B. ein, wenn J., B ans derselben endlicken Anzakl von Elementen gebildet 
sindj sie sind dann aqnivalent. Die Frage, ob dieser vierte Pall auck fur nn- 
endlicke Mengen eintreten kann, in welckem Falle die beiden Mengen nickt 
aqnivalent sein wiirden, ist nock nickt voUstandig erledigt. MiiBte man sie im 
kejakenden Sinne entsckeiden, so wiirde die Klasse ikrer Macktigkeiten insofern 
eine Singnlaritat zeigen, als von zwei Macktigkeiten die eine weder der andern 
gleick nock groBer oder kleiner als sie sein konnte (s. Borel 46, S. 103). Cantor 
(Matk. ^n., Bd. 46, S. 484) bekanptet, okne es aber zu beweisen, daB dies 
nnmoglick sei. — tlber diesen Gegenstand s. Bernstein 26. 
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27. Wenn die Menge in der Menge A, die Menge A 2 
aber in der Menge enthalten ist, nnd wenn A 2 aquiyalent 
A ist, so ist aucb A^ aquiyalent A. 

In der Tat hat man (Art. 26): 

3 > 1 ^, 

A^'^ A 2 J 

uberdies der Annahme nach: 

A = A 2 , 

woraus folgt: 

3 = 

28. Die Summe einer abzahlbaren Menge und einer 
endlichen Menge ist eine abzahlbare Menge. 

A (a^, a 2 , ‘ sei eine abzahlbare^ JB eine endliche 

Menge. Ordnet man den Zahlen 1, 2, • • ^ die Elemente ‘ 

den Zahlen n 1, n ' die Elemente ag, • • • zu, so ersieht 

man^ daft die Menge A B abzahlbar ist. 

In Zeichen: 

-f- ^ ~ ^0 • 

29. Die Summe zweier abzahlbaren Mengen ist eine ab- 
zahlbare Menge. 

<^ 2 ? * * *); (^ 1 ? ^ 2 ? * ■ *) beiden Mengen. Ordnet 

man dem Elemente a^. die Zahl (2r— 1), dem Elemente 6^ die Zahl 2r 
ZU; so gelingt es^ zwischen der Menge A + B und der Menge N eine 
eineindeutige und yoUstandige Beziehung herzustellen. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. In Zeichen: 

2i5o = So; 

und noch allgemeiner: 

~ ^0* 

30. Die aus den Elementen einer abzahlbaren Menge 
abzahlbarer Mengen gebildete Menge ist abzahlbar. 

Ist die abzahlbare Menge: 

abzahlbarer Mengen gegeben^ deren Elemente beziehentlich : 

^11; ‘ ; 

^217 ' * *? 

sind, so kann man diese Elemente folgendermaBen in eine einfache 
Eeihe ordnen: 
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%i; ^12; ^21^ ^22? ^3i; ’ * 

also in der Weise, daB die Elemente nacli dem steigenden Werte der 
Snmme der Indices geordnet anftreten, nnd daB die Elemente ^ bei 
denen diese Snmme gleicb ist, nacb dem steigenden Werte des 
ersten Index geordnet werden. Ordnet man jedem Elemente die Zahl 
zu, die den Platz bezeichnet, den es in der Reibe emnimmt^ so er- 
gibt sicb der Beweis der Bebauptung. 

In Zeicben: 

31. Wendet man diesen Satz mebrmals nacbeinander an, so laBt 
sicb bebaupten: 

Die Elemente a, ^ , in denen an Stelle der n Indices 

beziebentlicb alle Elemente von n abzablbaren Mengen ge- 
setzt werden sollen, bilden eine abzablbare Menge. 

In Zeicben: 

32. Die Macbtigkeit einer nicbt abzablbaren Menge 
andert sicb nicbt, wenn man von ibr eine abzablbare Menge 
wegnimmt. 

A sei eine nicbt abz^bare Menge, B eine in ibr entbaltene 
(Art. 18) abzablbare Menge. Setzt man: 

A = B+C, 

so ist die Menge G nicbt abzablbar, weil ja, wenn sie es ware, A es 
ancb sein wiirde (Art. 29). D sei eine in C (Art. 18) entbaltene 
abzablbare Menge; setzt man: 


C^D + E, 

so ist E nicbt abzablbar. Zwiscben den Mengen: 

A = B + I) + E, C^JD + E 

laBt sicb folgendermaBen eine eineindentige und voUstandige Beziebung 
berstellen: den Elementen von E in A ordnet man dieselben Elemente 
in C, den Elementen der abzablbaren Menge B JD (Art. 29) in A 
diejenigen der abzablbaren Menge D in C zu. Polglicb ist A C. 
In Zeicben: 


Wenn a > so ist a + • 



Besondere Mengen. 


15 


Besondere Mengen. 

33. Die Menge JR aller rationalen Zahlen ist abzalilbar. 
Die abzMbare Menge (Art. 30): 

± ; ± i? ± ‘ ‘ 

± ± f ? ± I; • * *; 

± f? ± f ; ± 1; * • *; 


enthalt alle Elemente von JJ (nnd iiberdies jedes von ibnen sogar 
nnendlicb viele Male wiederbolt); folglicb ist (Art. 26) R abzahlbar. 

34. Die Menge S aller algebraischen reellen Zahlen ist 
abzahlbar. 

Als algebraische reelle Zahl bezeichnet man jede reelle Wurzel 
einer algebraischen Grleichung mit ratiocalen Koeffizienten. TJnter 
alien Gleichnngen von dieser Form, denen eine vorgegebene alge- 
braische reelle Zahl gentigt, gibt es eine vom niedrigsten Grade, nnd 
zwar, wie man ans der Algebra weiB, nnr eine einzige, indem man 
zwei Gleichnngen, die sich nnr nm einen konstanten Faktor von ein- 
ander unterscheiden, als identisch betrachtet. Der Grad dieser Glei- 
chnng heifit der Grad der algebraischen Zahl. 

Sei demgemaB: 

+ • — h 0 

eine Gleichnng mit rationalen Koeffizienten, wobei der erste Koeffizient 
== 1 angenommen werden kann; sei ferner endliche 

Menge der reellen Zahlen, die Wnrzeln dieser Gleichnng, aber keiner 
andern von niedrigerem Grade sind. Nimmt man fiir 
alle moglichen rationalen Werte, so erhalt man dementsprechend nn- 
endhch viele Mengen , die in ihrer Gesamtheit alle alge- 

braischen reellen Zahlen vom Grade nnd zwar jede nnr einmal, 
enthalten. Die Gesamtheit dieser endlichen Mengen „ . . . „ ist 
abzahlbar (Art. 31, 33), folglich ist (Art. 30) die Gesamtheit ihrer 
Elemente, d. h. die Menge der algebraischen reellen Zahlen vom 
Grade n, abzahlbar. SchlieBlich ergibt sich der Beweis des Satzes, 
wenn man n alle ganzen nnd positiven Werte annehmen laBt nnd 
nochmals den Art. 30 in Anwendnng bringt. 

35. Die Menge T aller in irgend einem Intervall ent- 
haltenen reellen Zahlen ist nicht abzahlbar. 

Um diesen Satz zn beweisen, stellen wir fest, daB es sicherlich, 
wenn man irgend eine abzahlbare Menge von Elementen von T: 
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(^) 

annimmfc^ Elemente von T gibt, die ihr nicht angehoren. 

Sind ; % die beiden ersten der in. dem Intervalle % ent- 
haltenen Zablen der Reibe {A) und ist \ , so ist das Intervall 

entbalten und kann folglicb keine Zah.1 von niedrigerem 
Index als h in sick fassen. Sind die beiden ersten der im 

Intervall enthaltenen Zablen der Reibe und setzt man \ \ 

vorauSj so ist: 

— 

Fabrt man in derselben Weise fort, so erbalt man eine Reibe 
von Intervallen: 

von denen jedes in dem vorangebenden entbalten und von der Art 
ist, daB: 

K^r + 2 

ist und lediglicb Zablen von boberem Index als 2r + 2 

entbalten kann. Die Reibe: 

* * * 

ist steigend, die Reibe: 

«-2 % % * * • 

fallend, und die Elemente der ersten sind kleiner als die entspreebenden 
der zweiten; folglicb besitzt jede der beiden Reiben eine Grenzstelle, 
und die Grenzstelle p der ersten ist kleiner oder gleicb der Grenz- 
stelle q der zweiten. Das Intervall (das sicb ubrigens gegebenenfalls 
auf eine einzige Zabl bescbranken kann) entbalt keine Zabl der 
Reibe (A). Entbielte es daraus namlicb ein so konnte wenn 
man nur r so bestimmt, daB 2r + 2 nicbt kleiner ist als A, nicbt in 
dem Intervall vorkommen, wabrend es docb dem Inter- 

vall pq angeboi-t, das innerbalb dieses liegt. Damit ist die Be- 
bauptung bewiesen. 

36. Der vorstebende Satz laBt sicb geometriscb aucb so aus- 
driicken: 

Die Gesamtbeit aller Punkte einer beliebigen gerad- 
linigen Strecke besitzt eine bobere Macbtigkeit als die 
erste. 

Man kann ebenso zeigen: 

Die Gesamtbeit aller Punkte eines beliebigen krumm- 
linigen Bogens besitzt eine bobere Macbtigkeit als die erste. 
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Es ergibt sich ferner unmittelbar: 

Die Gesamtheit aller Punkte eines 2- (oder n-) dimen- 
sionalen Bereiehs besit 2 t eine boliere Macktigkeit als die 
erste. 

37. Yerbindet man den Satz des Art. 85 mit den Satzen der 
Art. 32 nnd 33, SO erhalt man das Theorem: 

Die Gesamtlieit I aller irrationalen^ in einem beliebigen 
Intervall entbaltenen Zahlen bat dieselbe Macbtigkeit wie 
■die Gesamtbeit der reellen^ in demselben Intervall ent- 
baltenen Zablen. 

38. Hat man in einer Ebene zwei bebebige endlicbe oder nicht 
endliehe Strecken ah, cd nnd projiziert man sie vom Scbnittpnnkte 
der dCy hd aus anfeinander^ so entstebt zwiscben ibren Punkten eine 
eineindeutige, voUstandige Beziebnng, Polglicb gilt der Satz: 

Die Gesamtbeit der reellen, in einem beliebigen Inter- 
Yall entbaltenen Zablen (oder der Pnnkte einer beliebigen 
Strecke) bat stets dieselbe Macbtigkeit. Man nennt sie die 
Macbtigkeit des linearen Kontinuums. 

DemgemaB laBt sieb der Satz des Art. 37 ancb so ansdriicben: 

Die Gesamtbeit der irrationalen, in einem beliebigen 
Intervall entbaltenen Zablen besitzt die Macbtigkeit des 
linearen Eontinnums. 

39. Ans den Art. 31, 33 folgt: 

Die Gesamtbeit der Pnnkte irgend eines ebenen Be- 
reicbs, deren kartesiscbe Koordinaten beide rational sind, 
ist abzablbar. 

40. Die Gesamtbeit der Pnnkte eines ebenen Bereicbs, 
deren kartesiscbe Koordinaten beide irrational sind, bat 
dieselbe Macbtigkeit wie die Gesamtbeit aller Pnnkte des 
Bereicbs. 

Wir betracbten der Einfacbbeit wegen das Quadrat mit den Eck- 
punkten (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Werden die Pnnkte des Quadrats 
allgemein mit sind die Koordinaten des Pnnktes die 

darin entbaltenen .Pnnkte mit irrationalen Koordinaten mit . be- 
zeicbnet, so werden die Indices alle Werte annebmen, die in der 
Gesamtbeit T der reeben, zwiscben 0 nnd 1 vorbandenen Zablen ent- 
balten sind, die Indices % dagegen aUe -Werte, die in der Gesamt- 
beit I der irrationalen, zwiscben 0 nnd 1 vorbandenen Zablen ent- 
balten sind. Nun ist (Art. 37) T folgbcb laBt sicb zwiscben 

Vi V anti, Theorie der eindeutigen analytisdien. Funktionen. 2 
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der Gesamtlieit der Werte (oder iind der Gesamtlieit der Werte 
(oder u) eine einemdentige, voUstandige Bezieliung herstellen. Eine 
ahnliclie Bezielmng laBt sich dann zwisclien den Wertepaaren Qy 
(i^y Q nnd folglich zwisclien den Pnnkten liersteUen. 

41. Nimmt man in der Ebene irgend zwei endliche Bereicbe 
A, By so laBt sicb stets dnrcli eine Ahnlichkeitstransforination aus A 
ein Bereicb A^ gewinnen^ der B in sich enthalt, nnd analog aus B 
ein Bereich B^ ableiten, der A in sich enthalt. Bezeichnen Avir jetzt 
mit Ay B usw. die Gesamtheit der in den betreffenden Bereichen ent- 
haltenen Punkte;, so hat man: 

T=B,y 

aufierdem (Art. 26): _ 

A ^ -S; A ^ X 

Daraus folgt: 

X=F. 

Also haben die Mengen der Punkte irgend zweier endlichen Bereiche 
gleiche Machtigkeit. 

Perner laBt sich ein Kreis A vom Radius 1 Punkt fiir Punkt in 
die ganze Ebene, die wir mit C bezeichnen woUen, in der Weise 
transformieren , daB man die Punkte des Kreisumfanges voin Radius 

r<l auf diejenigen des Kreisumfanges yom Radius r = bezieht; 

die Beziehung hort nur fiir die Punkte des Ki-eisumfanges vom Radius 1 
auf eindeutig zu sein, da diese samtlich dem TJnendlichkeitspuukte 
entsprechen. Daraus folgt: _ 

C£A 

also (Art. 26) mit Riicksicht darauf, daB A in C eingeschlossen ist: 

Ist B irgend ein unendlicher, B ein endlicher, darin enthaltener 
Bereich, so hat man schlieBlicli: 

W=ly B^ly V^B^Ty 
folglich (Art. 26): 

Daraus kann man schliefien: 

Die Gesamtheit aller Punkte irgend eines ebenen end- 
lichen oder unendlichen Bereichs besitzt stets dieselbe 
Machtigkeit. Sie kann als die Machtigkeit des 2-dimensio- 
nalen Kontinuums bezeichnet werden. 
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Der Satz des yorhergeliendea Artikels laBt sieli mm aucli so 
ausdriicken: 

Die Menge aller Punkte eines ebenen Bereicks mit irra- 
tionalen Koordinaten besitzt die Macktigkeit des 2-dimen- 
sionalen Kontinuums, 


42, Wir werden jetzt folgendea Satz beweisen: 

Die Gresamtheit der Punkte einer Strecke uad die Ge- 
samtbeit der Punkte eines ebenen Bereicbs besitzen dieselbe 
Macbtigkeit. 

Wir nebmen als Strecke das Interval! 01 der Abscissenacbse^ als 
ebenen Bereicb das Quadrat des Art. 40 und bezeicbnen ersteres mit Ay 
letzteres mit JB. C sei die Gesamtbeit der Punkte von A mit der 
irrationalen Abscisse t, D die Gesamtbeit der Punkte von B 

mit den irrationalen Koordinaten u^. Weil sicb nun jede irra- 
tionale Zabl nur au£ eine Art in einen unendlicben Kettenbrucb ent- 
wickeln laBt, so bat man nacb Diricbiets Bezeicbnung: 

t L._ = (ccj, . . .). 


Als dem Punkte von C, wo t den vorstebenden Ausdruck bat^ 
entsprecbend laBt sicb demgemafi der Punkt von D anseben, wo: 

% — (cCij 0 ^ 3 ; • • •); % = {cC2y OCq? * * *); 

und umgekebrt^ als dem Punkte von D, wo: 

% = ^ 12 ) ■ * ')? ^2 (fti? fej fe? * * ’); 

entsprecbend der Punkt von Cy wo: 

^ ~ (^11; P2I} ^12; P22? * ’ *)• 

Damit ist zwiscben G und D eine eineindeutige und voUstandige 
Beziebung bergestellt; daraus folgt: 

C JD. 


Nun ist andrerseits (Art. 37, 40): 

A ^ Cy B 


folglicb: 


A^B. 


D, 


43. Die vorstebenden Ergebnisse lassen sicb obne Scbwierigkeit 
auf Punktmengen in einem linearen Raume von beliebiger Dimensions- 
zahl iibertragen. Man kann also bebaupten: 

2 ^- 
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Die Gesamtlieit aller Punkte eines m-dimensionalen 
Bereicks und die aller Punkte eines 5 ^-dimensionalen Be- 
reicksj wo besitzen dieselbe Machtigkeit, die wir ein- 

fack die Macktigkeit des Kontinuums^) nennen konnen. 

Eine andre Fornij unter welcker dieselben Ergebnisse dargestellt 
werden konnen, ist folgende: 

Die Elemente ^ bilden, wenn einer der Indices 

alle Elemente einer Menge Ton der Macktigkeit des Kon- 
tinuuins durcklauft, die andern aber alle Elemente von 
Mengen mit gleicker oder geringerer Macktigkeit als der 
des Kontinuums durcklaufen, eine Menge von der Macktig- 
keit des Kontinuums. 

44 . Die Satze der Art. 42, 43 lassen sick nock auf einem anderen 
Wege beweisen, der sogar zu einer Verallgemeinerung derselben 
fukrt. 

AUe zwiscken 0 und 1 entkaltenen reellen Zaklen lassen sick 
folgendermaBen in Form von Dezimalbriicken darstellen: 

-r — ^ 4- 4- 4- . . . 

^ 10 ^ 102 ^ 103 i- ; 

WO Werte 0, 1, 2, • • 9 annekmen konnen. Jedem 

Systeme von Zaklen entsprickt ein einziger Wert von oo] jedem 
irrationalen Werte von x entsprickt ein einziges System von Zaklen 
jedem rationalen Werte eins oder kockstens zwei^). ISTun kat die 

1) Dieses Ergebnis konnte die Bedeutung des Begriffs der Dimensions- 
zahl erheblick zn vermindem nnd gewissermaJBen den Untersckied zwiscken den 
Fnnktionen von einer und denjenigen von mekreren Yeranderlicken aufzukeben 
sckeinen. Indes verliert dies seine Geltung, sobald man die Stetigkeit keriick- 
sicktigt. Tatsacklick ist ja die eineindeutige, vollstandige Beziekung, 
welcke sick zwiscken den Pnnkten zweier Bereicke von versckie- 
dener Dimensionszakl kerstellen laBt, notwendigerwoise diskon- 
tinnierlick; unendlick naken Punkten des einen Bereicks entsprecken ja nickt 
inmier auck unendlick nake Punkte des andem. 

Ick gebe kier einen der vielen Beweise wieder, welcke fiir diesen wicktigen 
Satz geliefert worden sind, indem ick mick auf die Korrespondenz zwiscken der 
Strecke A und dem Quadrate B des Art. 42 kezieke. 

Werden in dem Quadrate B alle Parallelen zur Akscissenackse gozogen, so 
wird die Gesamtkeit aller Punkte einer von iknen, wenn die Beziekung stetig 
ist, der Gesamtkeit aller Punkte einer Strecke von A entsprecken; jeder Parallelo 
in B wird eine Strecke in A entsprecken, und alle diese Strccken sckliesson 
einander aus. Nun kat die Gesamtkeit der Parallelen offenbar die Macktigkeit 
des Kontinuums, die^ Gesamtkeit der in A entkaltenen Strecken aber ist zuiblge 
eines Satzes, den 'vm weiter unten (Art. 47) beweisen werden, abzaklbar; das 
erkaltene Ergebnis ist folglick absurd, und die Beziekung kann nickt stetig sein. 

2) Bieser Pall tritt for die durck einen endlicken Dezimalbruck darge- 
stellten Zaklen ein. Man kann namlick, wenn: 
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Gesamtheit der durcli vorsteliende Formel dargestellten Zahlen (Art. 16) 
die Kardinalzalil lO^o; bezeiclmet man also mit die Maclitigkeit des 
linearen Kontinunms, so ist, wenn man bedenkt^ da6 die rationalen 
Zablen eine abzablbare Menge bilden (Art. 33): 


mitbin (Art. 32, 35): 


= 10^0^ 
iJ; = 10^^. 


Offenbar darf man 
Zalil n nekmen, so daB: 


anstatt 10 irgend eine andere endlicbe 




Demnach hat man^ wenn m irgend eine endliche Zahl ist (Art. 29) : 
) =n ® 

das ist aber der Satz des Art. 43, welcher auch den des Art. 42 
nmfafit. 

Ferner ist (Art. 30): 

= (>^^o)^o = ^^0^ = ^^0 = J}5- 

d. L: Die Gesamtheit der Pnnkte eines Bereichs, dessen 
Dimensionen eine abzablbare Menge bilden, besitzt die 
Macbtigkeit des Kontinnnms. 

45. Die Menge aller stetigen Fnnktionen einer reellen 
Yeranderlicben besitzt die Macbtigkeit des Kontinnnms. 

Da eine stetige Fnnktion bestimmt ist, wenn die Werte gegeben 
sind, die sie fiir die rationalen Werte der nnabbangigen Verander- 
lichen annimmt, nnd da die Macbtigkeit der Menge der rationalen 
Zahlen ist (Art. 33), so ist in der Tat die Macbtigkeit der be- 
tracbteten Menge bocbstens oder (Art. 44) Da andrerseits 
jede Konstante als eine stetige Fnnktion angeseben werden kann, so 
bat die Menge aller stetigen Fnnktionen wenigstens die Macbtigkeit 
Also ist die Macbtigkeit dieser Menge gleicb 


"=il + 

wo natiirbcb ]> 0 ist^ aucb: 


10 


] I I 

2 -r ^Qs 1 ”^10" 


ot, I 

X = — h 

10 ^ 


10* 


+ ••• + 


CCm- l ^ 


10 " 


10 " 


+ 4- 


10 ’ 




+ 


sohreiben. 
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Dagegen: Die Menge aller Funktionen einer reellen 
VeranderlickerL besitzt eine hokere Macktigkeit als die des 
Kontinuums. 

Man erkalt sogar eine Menge^ die eine kokere Macktig- 
keit als besitzt, wenn man auck nur die Funktionen 
nimmt, die ftir alle Werte der Veranderlicken nur zwei ver- 
sckiedene Werte annekmen. 

Sind q diese Werte, so kat man fiir irgend ein x entweder 
f(x) = p Oder f(x) = q. Vor allem ist die Macktigkeit f der betrack- 
teten Menge nickt geringer als 5^, weil man jedem Werte r von x 
eine Funktion zuordnen kann, die fiir x = r den Wert fiir alle 
andern Werte yon x aber den Wert q kat, und alle diese Funktionen 
Yon einander yersckieden sind. Wir zeigen nun, daB f nickt gleick 
sein kann. Ware dies der Fall, so wiirde man in der Tat jedem Werte 
r YOU X eine Funktion f^(x) der Menge derart zuordnen koiinen, daB 
jede Funktion der Menge unter die Form fj.(x) fiele. Andrerseits 
laBt sick eine you alien fy,{x) versckiedene Funktion der Menge bilden; 
es ist dies die Funktion, die fiir x = r den Wert q oder den Wertjp 
erkalt, je nackdem oder f^(y')^q ist. Damit ist die Be- 

kauptxmg erwiesen. 

Wir bemerken, daB f = 2^, also: 

ist. 

Es laBt sick auck zeigen, daB die eben betracktete Menge 
und die Menge aller Funktionen einer reellen Verander- 
licken dieselbe Macktigkeit besitzen. 

Offenbar besitzt die Menge der Funktionen einer Veranderlicken 
die Macktigkeit Nun ist (Art. 44): 

OS ist aber^) mitkin: 

46. Durck eine aknlicke Uberlegung wie im Yorkergekenden 
Artikel laBt sick allgemeiner zeigen, daB, wenn c irgend eine 
Macktigkeit bedeutet, > c ist. 


1) Weim man z. B. unendlich viele Strecken von den Lilngen . . . 

aneinanderreikt , so erkalt man eine Strecke von der Lange 1, und die Menge 
der Punkte dieser Strecke, deren Macktigkeit sick durck ausdriicken liiBt, 
kat ebenfalls die Macktigkeit 
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Sei C eine Menge von der Maclitigkeit c, C' die Menge — von 
der Maclitigkeit — aller moglichen Arten^ alien Elementen von C 
Elemente von G zu snbstitnieren. Die einfachste Art der Substitution 
ist diejenige, durch welche alien Elementen von C ein und dasselbe 
Element von C substituiert wird; die Menge dieser Arten besitzt die 
Maclitigkeit c, mithin ist ^ C. Es gentigt also nachzuweisen^ daB 
nicht gleich c ist. ISTelimen wir vorlaufig an^ es sei = c, so ent- 
spricht jedem Elemente m von C eine und nur eine Substitution 
und umgekekrt. Sei m" das Element^ das bei der Substitution an 
die Stelle von on tritt. Wir konnen auf unendlich viele Arten eine 
Substitution finden^ bei der fiir alle Elemente m an die Stelle von 
m nicbt das entsprecbende on tritt; diese Substitution ist offenbar 
von alien verscbieden. Damit ist die Bebauptung bewiesen. 

Der aufgestellte Satz laBt erkennen, daB die Macbtigkeiten 
kein Maximum besitzen. 

Satze liber Punktinengen. 

47. Entbalt ein n-dimensionaler Bereicb unendlicb viele 
gleicbfalls ^^-dimensionale Bereiche^ die einander aus- 
schlieBen oder bocbstens Punkte der XJmgrenzung mitein- 
ander gemein baben, so ist die Menge dieser Bereicbe ab- 
zablbar. 

Wir setzeu; um eine bestimmte Vorstellung zu baben^ n = 2 und 
nebmen an^ der in Betracbt kommende Bereicb babe einen endlicben 
Placbeninhalt a; fande dies nicbt statt^ so wiirde man mittelst einer 
passenden Transformation (vgi. Art. 41) zu diesem Falle gelangen 
konnen. Enter den Teilbereicben gibt es dann bocbstens einen^ dessen 

Elacbeninbalt ~ iibersteigt; bocbstens 3; deren Pracbeninbalt bocb- 
stens ly deren Elacbeninbalt ~ xibertrifft usw. Nebmen wir zunacbst 
— falls uberbaupt ein solcber vorbanden ist — den einzigen Bereicb 
von groBerem Elacbeninbalt als dann die Bereicbe zwiscben ~ 

und Y, weiterbin diejenigen zwiscben "f" i^sw,, so gelingt es^ 

die Bereicbe in eine einfacbe Reibe zu ordnen, von der keiner von 
ibnen ausgescblossen bleibt. Damit ist die Bebauptung bewiesen. 

48. Wenn ein ^-dimensionaler Bereicb A fiir w>l eine 
abzablbare Menge von Pnnkten: 

^ 2 ? * * * 
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enthalt und jp, q zwei Punkte sind, die dieser Menge nicht 
angehoren^)^ so kann man Yon p nach q stets langs einer 
stetigen Linie gelangen, die nicht tiber den Bereich A bin- 
aus- nnd dnreh keinen der Punkte ... kindnrcligebt. 

Wir ziehen eine beliebige stetige Linie A, die^ obne tiber A binans- 
zngeben; p mit q verbindet. Da die Gesamtbeit ibrer Punkte nicbt 
abzablbar ist (Art. 36), so entbalt sie sicberHcb unendHcb yiele Punkte, 
die Yon den Punkten a Yerscbieden sind. Wir wablen you ibnen 
irgend welcbe aus: ^ 2 ; ‘ bebebige endbcbe ganze 

Zabl bezeicbnet. Gibt es z. B. auf dem Bogen der Linie A Punkte a, 
so Yersucben wir, diesen Bogen durcb einen Kreisbogen zu ersetzen; 
weil nun die Gesamtbeit der p mit yerbindenden Kreisbogen nicbt 
abzablbar ist, so gibt es deren in bebebiger Nabe der Linie A un- 
endbcb viele, die durcb keinen Punkt a geben, und irgend einer yon 
ibnen wird unserer Absicbt entsprecben. Wiederbolt man dasselbe 
Verfabren fiir die Bogen • • •, r^_^r^,T^q der Linie A, so wird 
man eine Linie erhalten, welcbe den Bedingungen des Satzes gentigt, 

49. Eine perfekte Menge ist nicbt abzablbar. 

Um diesen Satz zu begrtinden, werden wir zeigen, da 6 eine ab- 
zablbare und in sick dicbte Menge nicbt zugleicb abgescblossen und 
folgbcb nicbt perfekt sein kann. 

Sei A ((Zj, otg, . . .) die in Betracbt kommende Menge, die wir 
uns als in einer Ebene begend vorsteben. Weil jeder Punkt a der 
Annabme nacb eine GrenzsteUe der Menge ist, so scbbeBt ein Kreis 
den wir um als Mittelpunkt mit dem willktirbcben Radius be- 
scbreiben, aufier nocb weitere Punkte Yon A ein. Ist der Punkt 
Yom niedrigsten Index, der in ibm entbalten ist, so werde um als 
Mittelpunkt ein Bbeis bescbrieben, der nicbt tiber y^ binausreicbt 
und nicbt einscbbeBt. Dieser Bireis, dessen Radius pg < ‘2 ist, 

entbalt auBer aj^ nocb weitere Punkte yon A, Ist wieder der 

Punkt Yom niedrigsten Index, der in ibm entbalten ist, so ist offen- 
bar ^3 > ^ 2 , da die Punkte yon niedrigerem Index als Aig, weil auBer- 
balb 7 ^, aucb auBerbalb y^ begen. Fabrt man in dieser Weise fort, 
so gebngt es, eine unendbcbe Reibe yon Kreisen y^, y^^ ... zu bilden, 
yon denen jeder innerbalb des Yorbergebenden begt und einen Radius 
bat, der kleiner ist als die Halfte yon dessen Radius. Es gibt des- 
balb nur einen Punkt p, der innerbalb aUer dieser Kreise begt. Er 
ist eine GrenzsteUe yon A, weil jede TJmgebung yon ibm einen der 

•1 sicher, daB es Punkte gibt, die dieser Bedingung genugen^ 

well die aesamtheit aUer Punkte von A nicbt abzlililbar ist. 
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Kreise der bewuBten Reihe (und mit ihm alle folgenden) enthalt, also 
no L vv endigorw 6is6 Pnnkte Ton jd. einsclilL6Bt. AndrorsGits gGiiort er /4 
niclit an^ -weil er, wenn er z. B. mit zusammenfiele, auBerlialb des 
Kneises liegen miiBte, der keine Punkte von A. mit niedrigerem 

Index als nnd demnacli als r -j- 1 enthalt. Polglicli besitzt die 
Menge A mindestens eine Grenzstelle, die ibr niclit angebort, nnd ist 
mitbin nicbt abgescblossen. 

50. Eine isolierte unendlicbe Pnnktmenge ist abzablbar. 

Ist A eine isolierte nnendlicbe Menge Yon Punbten einer Ebene^ 
so laBt sicb nm jeden Pnnkt Ton A ein Kreis bescbreiben, der keinen 
weiteren Pnnkt yon A entbalt. Wird dann nin jeden Pnnkt ein Kreis 
bescbrieben, der balb so groB ist wie der eben erwabnte, so scblieBen 
aUe diese Kreise einander aus; man bat in der Tat, wenn ag zwei 
gegebene Pnnkte Ton JL, ^2 die Radien der nrsprunglicb nm sie 
bescbriebenen Kreise sind: 


mitbin: 


^ ^1^2? Q2 ^ ^1^2 7 


Polglicb ist die Gresamtbeit dieser Kreise abzablbar (Art. 47); nnn 
entbalt jeder Yon ibnen nnr einen Pnnkt Yon A — seinen eigenen 
Mittelpnnkt — , mitbin ist A abzablbar. 


51. Eine Pnnktmenge, deren Ableitnng abzablbar oder 
endlicb ist, ist abzablbar, 

Sei A eine Menge, deren Ableitnng A' der Annabme gemaB ab- 
zablbar oder endbcb ist. 

Wir werden im folgenden mit I){A,B) die Gresamtbeit der den 
beiden Mengen A, B gemeinsamen Elemente, mit M{A,B) die Ge- 
samtbeit der mindestens einer der beiden Mengen A^ B angeborenden 
Elemente bezeicbnen. 

Wir scbreiben also in nnserm Fall; 


Weil die Punkte der Menge B keine Grenzstellen von A sind, 
sind sie es aucb nicbt von B^ das in ibm entbalten ist (Art. 6); 
somit ist B eine isoberte Menge nnd folgbcb (Art. 50) abzablbar. 
AnBerdem ist i)(A,A') endlicb oder abzablbar, da es ein Bestandteil 
(Art. 2) der endlicben oder abzablbaren Menge A! ist (Art. 26), 
Daraus folgt (Art. 29), daB A gleicbfalls abzablbar ist. 
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52, Wendet man diesen Satz melirere Male nacheinander an^ so 
folgt daraus der weitere: 

Jede Menge erster Gattung ist abzahlbar. 

53. Ist A eine abgescblossene Menge^ so laBt sich eine 
Menge angeben, deren Ableitung A ist. 

Dieser Satz ist die Umkehrung desjenigen des Art. 7. 

Setzt man^): 

A ^A^ + B, 

so ist B (vgl. Art. 51) isoliert und folglich (Art. 50) abzahlbar; weil 
nun die ibni angeborigen PunktOj die wir mit • • • bezeichnen 

tonnen^ keine GrenzsteUen Yon A sind^ laBt sich um jeden Punkt 1)^ 
ein Kreis beschreiben^ der keinen weiteren Punkt Yon A enthalt. 
Innerhalb jedes Kreises y^ konstriiieren wir — was auf unendlich Yiele 
Weisen moglich ist — eine Punktnienge die als einzige Grenz- 
stelle ij, besitzt; und bezeichnen mit D die Gesamtheit aller Punkte 
der Mengen • • •• Man sieht leicht_^ daB die GrenzsteUen Yon 

D samtlich und ausschlieBlich die Punkte von B und B' sind^ so daB 
man; werm man beriicksichtigt; daB B und B keinen Punkt gemein 
haben, schreiben kann: 

I)'=B + B\ 

Denientsprechend setzen wir: 
daraus folgt: 

E' == A") = M{B + A'O; 

weil nun B mit A! keine Punkte gemein hat; so hat es auch keine 
mit A!' gemeiU; das in A' (Art. 7) enthalten ist; folglich kann man 
schreiben: 

E' = M(B^,A") + B, 

1) "Wir haben (Art. 13) festgesetzt, dafi, so oft wir schreiben: 

(«) P=$ + i2, 

Teilmengen R ohne gemeinsame Elemente vorausgesetzt werden, so daB 
jedes Element von P nnr einmal auf der rechten Seite auftritt. Dies voraus- 
gesetzt, laJSt sich aus den beiden Beziehungen: 

P=Q + R, P=.Q~i-S 

regelrecht R = S folgem. Dagegen liiBt sich aus der Beziehung (a) nicht 
schlieBen: 

+ E, 

da es, wenn ancb Q nnd R keine Elemente gemein haben, dooh vorkommen 
kann, daB Q' und R' gemeinsame Elemente besitzen; man darf nur schreiben: 

P'^3£{Q%E). 
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Andrerseits folgt aus der ersten liingesclirielDenen Beziehuiig: 

A' = M(B,A")‘ 

folfflicli liat man: 

. A! + JB, 

Oder auch. E' = A. Mithin gibt es eine Menge E, von welcber A 
die Ableitnng ist. 

64. Der Satz des Art. 45 gibt Veranlasstmg zu einer bemerkens- 
werten geometrischen Interpretation. 

Jeder der Funktionen^ welclie nnr zwei verscbiedene Werte q 
annebmen, entspricbt eine bestimmte Teilmenge des Hnearen Konti- 
nuumSj namlicb die Menge der Punkte, in welcben die Funktion den 
Wert p annimmt; umgekebrt entspricbt jeder im linearen Kontimnim 
entbaltenen Menge eine bestimmte Funktion von der angegebenen 
Bescbaffenbeit; namlicb diejenige; welcbe in den Punkten der in Be- 
tracbt gezogenen Menge den Wert in den verbleibenden den Wert 
annimmt. Daraus folgt ^ daB die Gesamtbeit der Funktionen^ welcbe 
nnr zwei verscbiedene Werte p, q annebmen^ nnd die Gesamtbeit der 
im linearen Kontinnum entbaltenen Mengen dieselbe Macbtigkeit be- 
sitzen. Mitbin gilt der Satz: 

Die Gesamtbeit der im linearen Kontinnum entbaltenen 
Mengen besitzt eine bobere Macbtigkeit als die des Konti- 
nnums. 

Dagegen: Die Gesamtbeit der im linearen Kontinnum 
entbaltenen abgescblossenen Mengen besitzt die Macbtigkeit 
des Kontinnums. 

Weil wir fiir jeden Punkt eine abgescblossene Menge bilden 
konnen, welcbe nnr diesen Pnnkt znr Grenzstelle bat, und weil diese 
Mengen samtlicb voneinander verscbieden sind, so ist vorerst die 
Macbtigkeit der Gesamtbeit der abgescblossenen Mengen groBer oder 
gleicb der des Kontinnums. Weil andrerseits^) die Punkte^ an denen 
eine stetige Funktion denselben Wert annimmt^ eine abgescblossene 
Menge bilden, so laBt sicb nacb Annabme irgend eines reellen Wertes c 
jeder abgescblossenen Menge eine stetige Funktion znordnen, die an 
den Punkten der Menge und nur an ibnen den Wert c annimmt, und 
diese Funktionen sind samtlicb voneinander verscbieden. Daraus folgt, 
daB die Macbtigkeit der Gesamtbeit der abgescblossenen Mengen kleiner 
oder gleicb ist derjenigen der Gesamtbeit der stetigen Funktionen; 
diese ist aber die Macbtigkeit des linearen Kontinnums (Art. 45), folg- 
licb ist die Bebauptung erwiesen. 

1) S. z. B. Yivanti, Corso di calcolo infinitesimale, S. 94. 
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AIs Folgernng ergibt sicli: Die Gesanitheit der im linearea 
Kontinuum entlialt en en perfekten Mengen besitzt die 
Macttigkeit des Kontinuums. 

Diese Machtigkeit kaim in der Tat nur der des Kontinnums gleick 
Oder geringer seiri; weil jede perfekte Menge abgeschlossen ist; andrer- 
seits kann sie nicbt geringer sein, weil die Gesamtbeit aller Strecken 
einer Geraden, die einen gemeinsamen Endpunkt haben; die Macbtig- 
keit des Kontinnums besitzt und die Pnnkte jeder dieser Strecken 
eine perfekte Menge bilden. 


Ordnnngstypen nnd transfinite Zahlen. 

55. Um in der Untersucliimg der Mengen weiter zu kommen^ 
empfiellt es sicb^ zu einem neuen Hilfsmittel zu greifen^ zur Theorie 
der transfiniten Zablen. 

Wenn man sick die Elemente einer Menge nack einem be- 
stimmten Gesetze derart geordnet denkt, daJB sick, wenn zwei Ele- 
mente gegeben sind, stets erkennen laBt, welckes Yon iknen dem 
andern Yorangekt oder, mit andern Worten, you niedrigerem Range 
ist als das andre^ so bilden diese Elemente, wie man sagt, eine 
geordnete Reike. 

Eine geordnete Reike keiBt woklgeordnet, wenn sie die folgen- 
den beiden Eigensckaften kat: 

a) Es ist ein erstes Element der Reike Yorkanden. 

b) Greift man irgend einen BestandteiD) der Reike keraus, so 
ist ein ikm unmittelbar folgendes Element Yorkanden. 

Es ist klar, daB nickt alle geordneten Reiken woklgeordnet sind. 
So besitzt z. B. die Reike, welcke you alien rationalen Zaklen ge- 
bildet wird, die groBer als Null, aber kleiner als Eins und steigend 
angeordnet sind, keine der beiden Eigensckaften a), b). 

56. Eine eineindeutige, Yollstandige Beziekung zwiscken den 
Elementen zweier geordneten Reiken, welche die Eigensckaft besitzt^ 
daB sick die entspreckenden Elemente in beiden Reiken in derselben 
Ordnung befinden, keiBt eine geordnete Beziekung. LaBt sick 
zwiscken zwei geordneten Reiken eine geordnete Beziekung kerstellen, 
so sagt man, die beiden Reiken besitzen den gleick en Ordnungs- 
tjpus Oder sind aknlick. 


1) Unter einem Bestandteile einer geordneten Eeike verstebt man eine 
geordnete Eeilie, deren Elemente samtlick der gegebenen Eeihe angekQren nnd 
in derselben gegenseitigen Ordnung anffcreten, in der sie sick in dieser befinden. 
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Die Ordnungstypeii der woMgeordneten Reihen heifien Ordnungs- 
Oder transfinite Zahlen. ° 

Ftir den jetzt eingefiilirten Begriff der Gleichlieit gelten analoge 
Betrachtungen wie in Art. 12. 

Ordnungstypus einer geordneten Reihe A wird gewoknliclL 
mit A bezeichnet^ indem man dnrcli die Uberstreichnng andenten will^ 
dafi man von der Natur der Elemente der Reibe (nicbt aber von 
deren Ordnnng) absiebt. 

Die Abnlicbkeit zweier geordneten Eeiben A^^ A^ wird folgender- 
maBen bezeicbnet : 

A^^A,. 

Offenbar bilden die Elemente zweier abnlicben geord- 
neten Reiben zwei Mengen von gleicber Macbtigkeit. 

5*7. Sind zwei geordnete Reiben A^ JB gegeben^ so konnen wir 
aus ibnen eine neue geordnete Reibe C berleiten^ indem wir der 
ganzen Reibe A die ganze Reibe B folgen lassen^ obne innerbalb der 
beiden Reiben die Ordnnng der Elemente irgendwie zu andem. Der 
Ordnungstypus y der Reibe C beiBt die Summe der Ordnungstypen 
cc^ /3 der Reiben A^ JB, und man scbreibt: 

die entsprecbende Operation wird Addition genannt. 

Die Addition besitzt die assoziative Eigenscbaffc^ weil man^ wenn 
drei Reiben A^, A^, A^ gegeben sind, dasselbe Ergebnis erzielt^ wenn 
man A^ binter A^ und dann Muter die so gebildete Reibe setzt^ 
wie wenn man A^ binter A^ und die so gebildete Reibe b inter A^ setzt. 

Dagegen besitzt sie im allgemeinen nicbt die kommutative Eigen- 
scbaft; wie man aus den Beispielen ersiebt^ denen wir weiter unten 
(Art. 74) begegnen werden. 

58. Es seien wiederum zwei geordnete Reiben A, JB gegeben^, 
und es werde an Stelle jedes Elementes von A eine JB abnbcbe Reibe 
gesetzt. Nennt man die so gewonnene Reibe C, ibren Ordnungstypus y, 
und bezeicbnet man mit a, die Ordnungstypen der gegebenen 
Reiben^ so beiBt y das Produkt von /3 in cc, j3 der Multiplikand^ 
cc der Multiplikator, und man scbreibt: 

y=^^a^, 

die entsprecbende Operation beiBt Multiplikation. 

Es laBt sicb leicbt zeigen^ daB die Multiplikation die assoziative 
und distributive Eigenscbaft besitzt. 
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Dagegen besitzt sie im allgemeinen uicht die kommutatiye Eigen- 
schaft; wie man aus den Beispielen ersieht, die ims nnten (Art. 74) 
begegnen werden. 

59, Jeder Bestandteil einer wohlgeordneten Eeilie ist 
eine woblgeordnete Reihe. 

Sei A eine woblgeordnete Reibe^ JB einer ibrer Bestandteile. 

Entbalt JB das erste Element von A, so ist dies zngleicb das 
erste Element von jB; andernfalls ist das erste Element von JB das- 
jenige Element^ welches samtlichen Elementen von A^ die alien denen 
von JB vorangeben; unmittelbar folgt (ein Element ^ das zufolge der 
Eigenscbaft b) vorbandeii ist). Mitbin besitzt JB ein erstes Element. 

"Wir teilen jetzt B in zwei Teile C, D, von denen der erste dem 
zweiten vorangebt. Da JD ein Bestandteil von A ist^ so konnen wir^ 
wenn wir die vorige Betracbtung wiederbolen; bebaupten^ daJB JD ein 
erstes Element besitzt; nun folgt dieses in der Reibe B unmittelbar 
auf den Bestandteil C, mitbin besitzt der Bestandteil C dieser Reihe 
ein unmittelbar folgendes Element. 

B besitzt also beide Eigenschaften a)^ b) und ist mithin eine 
woblgeordnete Reibe. 

60* Eine Reibe von Elementen abnebmenden Ranges^ 
die einer wohlgeordneten Reihe angeboreu; ist endlicb. 

Ware sie unendlicb^ so wiirde man^ wenn man die Elemente nach 
zunebmendem Range ordnete^ in der Tat einen Teil einer wohlgeord- 
neten Reihe erbalten^ der kein erstes Element besabe^ was unmoglich 
ist (Art. 59). 

61. Zwiseben zwei wohlgeordneten abnlicben Reiben 
besteht eine einzige geordnete Beziehung. 

In der Tat ist sie durcb folgende zwei Bedingimgen vollstandig 
bestimmt: dab dem ersten Elemente der einen Reibe das erste der 
andern entsprecben mub; und dab dem Element, welches irgend einem 
Teile der einen unmittelbar folgt, dasjenige Element entsprecben muB^ 
das dem entsprecbenden Teile der andem unmittelbar folgt. 

62. Enter einem Abscbnitt einer wohlgeordneten Reihe ver- 
stebt man einen solcben Bestandteil derselben, der von alien Elementen 
gebildet wird, die von niedrigerem Range sind als ein gegcbenes 
Element. Jedes Element einer Reihe bestimmt einen einzigen Ab- 
scbnitt und umgekebrt. 

Ein Abscbnitt einer wohlgeordneten Reibe ist eine woblgeordnete 
Reibe (Art. 59). 
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Ein Abscimitt einer Ileib© lieiBt groBer (^) oder kleiner (<C} 
als ein anderer^ je nachdem das Element^ das den einen bestirnmt^ 
dem Elemente; das den anderen bestimmt, folgt oder vorangebt. 

63. Eine "wolilgeordnete Reihe kann keinem ibrer Ab- 
scbnitte abnlicb sein. 

Nebmen wir die Reibe A als ibrem diircb das Element be- 
stiramten Ab scbnitte abnlicb an^ so entspricbt dem ersten Elemente 
Yon A^ das erste Element von A^ d. b. das Element selbst^ dem zweiten 
das zweite usw.*, dem an£ einen Abscbnitt Yon A^ folgenden Elemente 
entspricbt dann das dem bomologen Abscbnitte_y d. b. demselben Ab- 
scbnitte in A folgende Element; knrz^ alien Elementen von A^ werden 
in A die Elemente selbst entsprecben Darans folgt , daB das Ele- 
ment von A, das A^ nicbt angehort, in A^ kein bomologes bat. 
Polglicb kann keine Ahnlicbkeit stattbaben. 

64. Da von zwei Abscbnitten derselben ‘woblgeordneten Reibe 
der kleinere als Abscbnitt des groJBeren betracbtet werden kann, so 
lafit sicb ans dem vorangebenden Satze scbbeBen: 

Zwei verscbiedene Abscbnitte derselben woblgeordneten 
Reibe konnen nicbt einander abnlicb sein. 

Weiterbin folgt darans: 

Eine woblgeordnete Reibe kann nicbt zwei verscbie- 
denen Abscbnitten einer andern abnlicb sein. 

65. Sind A,, A, zwei Atschnitte einer wolilgeordneten 

Reihe A, Rj, zwei ihnen hezi ehentlich ahnliche Ab- 
schnitte einer andern woblgeordneten Reibe B, so ist, je 
nacbdem ancb B^^B^- 

Setzt man A^ > A^ voraus, so gebort das Element Ton A, 
das A^ bestimmt, dem Abscbnitte an. Das Element \ Ton B^, 
das ctj vermoge der zwiscben A^ nnd B^ bestebenden Beziebung ent- 
spricbt, bestimmt einen Abscbnitt B^ von und folglicb ancb Ton B, 
der Ag abnlicb ist; weil aber A^ ~ B^ ist, _so folgt darans B^ ~ B^. 
Das ist indes unmoglicb (Art. 64), wenn B^ nnd B^ nicbt identiscb 
sind. Mitbin ist \ dasjenige Element, das B^ bestimmt, und man 
darf, da es B^ angebort, scblieBen, daB B^> B.^. 

66. Sind zwei woblgeordnete Reiben so bescbaffen, daB 
sicb zu jedem gegebenen Abscbnitte der einen Ton ibnen 
ein abnlicber Abscbnitt in der andern finden laBt nnd nm- 
gekehrt, so sind die beiden Reiben abnlicb. 
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Id. der Tat laBt sich zwisehea den Elementen der beiden Reiben 
eine Beziebimg herstellen, werm man die Elemente, die abnlicbe Ab- 
sebnitte bestimmen, als sicb entsprecbend betracbtet. Diese Beziebuag- 
ist nacli der Voraussetzung Yollstandig, naeb dem letzten Satze des 
Art. 64 eineindeutig und nacb dem Satze des Art. 65 geordnet. 

67 . S ind zwei wolilgeordiicte Reihen -4^ S so beschaffen^ 
da6 zti jedem Abscbnitt yon A ein almliclier in JB gehort, 
wabread das Umgekeiirte nicht statthat^ so ist in. B ein A 
abnlicber Abscbnitt yorbanden. 

Die Elemente, welcbe die Abscbnitte yon B bestimmen, zn denen 
es in A keine abnlicben Abscbnitte gibt, stellen einen Eestandteil von 
B dar, der (Art. 59) ein erstes Element bat. Der durcb \ be- 
stimmte Abscbnitt jB^ von B besitzt die Bigenscbaft, daB es zu jedem 
Abscbnitt von B^ der kleiner als jener, also in ibm entbalten ist, in 
A einen abnlicben Abscbnitt gibt; andrerseits geboren zn alien Ab- 
scbnitten von A der Yoranssetzung nacb ibnen abnlicbe in By nnd 
diese sind notwendigerweise in B^ entbalten. Daraus folgt (Art. 66), 
daB A abnlicb B-^ ist. 

68. Sind zwei woblgeordnete Reiben A, B gegeben, so 
kann einer nnd nnr einer der folgenden Falle stattbaben: 

a) A ist B abnlicb. 

b) Ein Abscbnitt von B ist A abnlicb. 

c) Ein Abscbnitt von A ist B abnlicb. 

Zunacbst ist klar, daB fur zwei Reiben A, B nnr die 4 folgenden 
Ealle mogbcb sind, die sicb gegenseitig ansscblieBen: 

a) Zu jedem Abscbnitt yon A gebort ein ibm abnlicber in B 
nnd nmgekebrt. Dann ist A ~ J9 (Art. 66). 

b) Zn jedem Abscbnitt yon A gebort ein ibm abnlicber in By 
wabrend das TJmgekebrte nicbt stattfindet. Dann gibt es (Art. 67) 
einen A abnlicben Abscbnitt in B. 

c) Zu jedem Abscbnitt von B gebort ein ibm abnlicber in A, 
wabrend das TJmgekebrte nicbt stattfindet. Dann gibt es (Art. 67) 
einen B abnlicben Abscbnitt in A. 

d) Es gibt in A irgend einen Abscbnitt, zn dem in B kein abn- 
licber yorbanden ist, nnd in B irgend einen Abscbnitt, zn dem in A 
kein abnlicber yorbanden ist. Dieser Fall ist aber nnmoglicb. — Sei 
in der Tat (ygl. Art. Ql) A^ der kleinste Abscbnitt von A, zn dem es 
in B keinen abnlicben gibt, der kleinste Abscbnitt von zn dem 
es in A keinen abnlicben gibt. Zn jedem in A^j^ entbaltenen Abscbnitte 
von A gibt es dann in B einen abnbcben, der in B^ entbalten ist, 
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imd umgekelirt^, so daB (Art. 66) AUein das ividerspriclit 

der Vorausseiztmg, daB ia B kein almliclier Absckaitt Torkanden 
istj mitiiui ist der betraclitete Fall unmdsflicli. 

69o Ein Bestandteil einer wotlgeordneten Reike ist ent- 
weder der Reike selbst oder einem ikrer Abseknitte aknlick. 

Sei A die gegebene Reike^ B einer ikrer Bestandteile. Wenn 
keiner der beiden in dem Satze angegebenen Falle stattfindet, so muB 
(Art. 68) A einem Abseknitte A von JB ahnlick sein. Sei B' der 
Teil von der dem Teile B von A entsprickt; in B' wird dann 
-ein Absebnitt A dem Abseknitte A von B aknlick seinj nsf. okne 
Ende. Bezeicknet man mit a, ci', • • . die Elemente von A, welcke 
folgen, so wird, weil A' ein Abseknitt von 
JB istj "welckes ein Teil von A ist, a' notwendigerweise von niedri- 
gerem Range als a' sein usf. kTnn kann in A (Art. 60) keine nnend- 
licke Reike von Elementen abnekmenden Ranges vorhanden sein; folo*- 
lick ist die gemackte Voranssetznng absurd. 

*70. Sind zwei wokigeordnete Reiken Aj B nickt aknlick nnd 
gikt es in A einen B aknlicken Abseknitt, so sagt man, die trans- 
finite ZakI (Art. 56) der Reike A ist groBer als die der Reike B, 
Oder die zweite ist kleiner als die erste. 

Bezeicknen wir die transfiniten Zaklen zweier Reiken Aj B mit 
so folgt ans dem Satze des Art. 68, dafi einer nnd nur einer 
der 3 folgenden FMle stattkat: 

a>/3, a<j3. 

71. Die Ordnnngszakl jeder nnendlicken Reike ist 
groBer als die jeder endlicken Reike. 

Stellt man namlick eine Beziekung zmseken dem ersten Elemente 
der einen Reike nnd dem der andern, zwiseken dem zweiten und 
dem zweiten usf. her, so ersekopft man scklieBlick die endkeke Reike, 
ohne daB die andere ersekopft ware. 

72. Es moge jetzt erortert werden, welcke Grestalt die gewonnenen 
Begriffe annekmen, wenn die Reiken, au£ welcke man sie anwenden 
will, eine endlicke Anzakl von Elementen entkalten. 

Zunackst ist eine geordnete Reike von Elementen in endlicker 
Anzakl stets woklgeordnet. 

Zwei endlicke Reiken sind immer nnd nnr dann aknlick, wenn 
sie ans einer gleicken Anzakl von Elementen znsammengesetzt sind. 
Diese Zakl, die den gemeinsamen Ckarakter einer ganzen Elasse von 

Vivanti, Tlieorie der eindeutigen analytisclien runktionen. 3 
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ahnliclien Reilieii darstellt^ konnen wir dalier als ikre Ordnungs- 
zalil annelinieii. 

Wir konnen uns die nattirliclie ZaMenreike folgendermaBen ent- 
standen denken. Angenommen; es liege eine aus einem einzigen 
Elemente a gekildete Reike vor, so laBt man ikr das Zeicken 0 ent- 
sprecken und kezeicknet die Ordnungszakl der Reike mit 1. ISTimint 
man jetzt zu a ein nenes Element & kinzu, so laBt man 0 dem Ele- 
mente a, 1 dem Elemente 6 entsprecken nnd bezeicknet die Ordnnngs- 
zakl der Reike a, i mit 2. Man nimmt^ allgemein gesagt, wenn eine 
Zakl m definiert ist, zu der Reike von m Elementen, die zu ihrer 
Bildung gedient kat, ein neues Element kinzu und bezeicknet^ nack- 
dem man den Elementen der so erkaltenen Reike beziekentlick die 
Zaklen 0, 1, • • •; m zugeordnet, mit m-f 1 die Ordnungszakl der Reike. 

Daraus folgt: 

Die Ordnungszakl eines Abscknittes der nattirlicken Zaklenreike 
(die wir als mit 0 beginnend annekmen) ist die Zakl^ welcke in dieser 
Reike unmittelbar dem Abscknitte selbst folgt. 

Die Ordnungszakl einer endlicken Reike von Elementen ist das- 
selbe Symbol, mit welckem die Anzakl ikrer Elemente bezeicknet zu 
werden pflegt (Kardinalzakl). 


73. Diese letzte Bemerkung wirft ein belles Lickt auf einen 
ckarakteristiscken TJntersckied, der zwiscken endlicken und unendlicken 
Mengen bestekt. 

Hat man eine endlicke Menge, und bringt man ikre Elemente 
irgendwie in eine woklgeordnete Reike, so ist die Ordnungszakl dieser 
Reike stets dieselbe, namlick der Anzakl der Elemente der Menge gleick. 

Das triffl fiir unendkcke Mengen nickt zu. Man kann z. B. 
die aus alien naturkcken Zaklen gebildete Menge u. a. auf folgende 
Arten in eine woklgeordnete Reike bringen: 

a) Man nimmt als erstes Element 1 und laBt ikm 2, dann 3 usf. 
folffen: 

1 , 2 , 3 ,.... 


Man nimmt als erstes Element 2 und laBt ikm 3, dann 4 usf., 
endlick der ganzen Reike der so angeordneten Zaklen die Zakl 1 
folgen: 


2, 3, 


1 . 


y) Mam nimnit als erstes Element 3 imd laBt ilim 4, dariTi 5 usf.^ 
endlich der ganzen Reihe der so angeordneten ZaUen die Zahl 1 und 
dieser die Zahl 2 folgen: 

' ' ') 1 ; 2 . 
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d) Man nimmt als erstes Element 1 und laJBt ihm 3^ 6^ 7 usf., 
dann der ganzen Reilie der ungeraden ZaKLen 2, 4, 6 us£ folgen: 

‘ ’ *; * '* 

Die 4 so erhaltenen ReiKen haben alle eine yerschiedene Ordnungs- 
zahl. TatsacKLicK ist a dem AbscKnitte von aKnlicK^ welcber dem Ele- 
mente 1 vorangeKt; /3 dem AbscKnitte von welcKer dem Elemente 2 
vorangeKt; endlicK ist a dem AbscKnitte von 8 aKnlicK; der dem Ele- 
mente 2, |3 demjenigen^ der dem Elemente 4^ y demjenigen^ der dem 
Elemente 6 vorangeKt. 

Wie ans diesen Beispielen Har KervorgeKt^ steKt die MoglicKkeit^ 
die Elemente einer Menge in wohlgeordnete ReiKen zu bringen, die 
einander nicKt ahnlicK sind, in engem ZusammenKang mit der bereits 
beobacKteten TatsacKe (Art. 22), dafi zwischen einer unendlicben 
Menge und einem ibrer TeUe Aqnivalenz stattbaben kann. 

74, Sind zwei woKlgeordnete ReiKen gegeben, so erkennt man 
leicbt, daB iKre Summe und iKr Produkt wiederum woKlgeordnete 
ReiKen sind. Die entsprecKenden OrdnungszaKlen sind die Summe 
bezw. das Produkt der OrdnungszaKlen der beiden ReiKen. 

Die Begrijffe der Summe und des Produktes der OrdnungszaKlen 
ftiKren sicK auf die gewoKnlicKen zuriick, wenn diese endlicKe ZaKLen 
sind. 

Es laBt sicK an einfacKen Beispielen nacKweisen, daB die Addition 
und die Multiplikation der OrdnungszaKlen im allgemeinen die kom- 
mutative EigenscKaft nicKt besitzen. BetracKten wir z. B. die ReiKe 
der naturlicKen ZaKLen, deren OrdnungszaKl mit o bezeicKnet werde, 
und eine zweite ReiKe, die aus einem einzigen Elemente a besteKt 
(deren OrdnungszaKl also 1 ist). Die ReiKen: 

1, 2, 3, • • •, a, 

deren OrdnungszaKlen bezieKentlicK co 4- 1 tuid 1 + sind, sind nicKt 
abnlicK, weil die zweite der ReiKe der nattirKcKen ZaKlen oder dem 
dem Elemente a vorangeKenden AbscKnitte der ersten aKnlicK ist. 
Man Kat also: 

l-|-c3==cj<;o-j-l. 

Man betracKte femer die ReiKe der naturKcKen ZaKlen und 
auBerdem eine ReiKe, die nur aus zwei Elementen gebddet ist (die 
also die OrdnungszaKl 2 Kat). Die ReiKen: 

^ 2 ? ^ 3 ? ^ 3 ? ’ ‘ 

* ’ *? 


a 
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deren Ordnungszahlen beziehentlicli 2 • gj und cd • 2 sind^ sind nicht 
almlicli^ well die erste der Reilie der natiirliclien Zahlen oder dem 
dem Elemente \ vorangelienden Abschnitte der zweiten abnlich ist. 
Man bat also: 

2 • CO == CO < 09 • 2. 

75. Wir baben mit co die Ordnungszabl der natiirlicben Zablen- 
reibe bezeicbnet. Sie bat die Eigenscbaft, die kleinste aller trans- 
finiten (d. h. nnendlicben Reiben zngeborenden) Ordnungszablen 
zn sein In der Tat bildet jeder Abscbnitt der natiirlicben Zablen- 
reibe eine endlicbe Reibe, so dafi nur die endlicben Ordnungszablen 
kleiner sind als co. 

Eiigt man der ganzen natiirlicben Zableni'eibe ein neues Element 
binzu, so erbalt man eine Reibe deren Ordnungszabl gd + 1 ist 

(Art. 57). Diese Zabl besitzt folgende beiden Eigenscbaften: 

Sie ist > CO (weil der Abscbnitt von der vorangebt, die 
Ordnungszabl co bat). 

Es gibt keine Zabl, die groJBer als co und kleiner als co + 1 ist 
(weil ein Abscbnitt von entweder die Ordnungszabl co bat oder 
endlicb ist), 

Auf analoge Weise gelangt man von co + lzuco + 2, 09 + 3 usw. 

So wird die nattirlicbe Reibe der Zablen, die man als Ordnungs- 
zablen der endlicben Reiben anseben kann, mittelst Hinzunahme der 
transfiniten Ordnungszablen co, co + 1, co + 2 usw. erweitert. In der 
Reibe: 

0, 1, 2, **■; 09, 09 + 1, co + 2, ■•* 

ist jede Zabl groBer als alle vorangebenden; auBerdem besitzen zwei 
benacbbarte Zablen die Eigenscbaft, daB es keine Zabl gibt, die groBer 
ist als die eine und kleiner als die andre von beiden. 

Das Prinzip (Cantors erstes Erzeugungsprinzip), das die 
Bildung der Zablen g 9 + 1, co + 2, • • • beberrscbt und darin bestebt, 
zu einer bereits definierten Zabl eine Einbeit binzuzunebmen, ist das- 
selbe, das uns leitete, als wir, von der Einbeit ausgebend, die ganze 
nattirlicbe Zablenreibe bildeten. Die ausscblieBRcbe Anwendung dieses 
Prinzips wtirde uns daber niemals gestattet baben, fiber diese Reibe 
binauszugeben; wir baben zu diesem Zwecke zu einem neuen Prinzipe 
(dem zweiten Erzeugungsprinzip) greifen miissen: zur Bildung 
einer neuen Zabl (der Zabl co), die wir als die kleinste Zabl definierten, 
die groBer ist als alle bereits gebildeten. Yermittelst dieses Prinzips 
konnen wir eine neue Zabl bilden, welcbe die Ordnungszabl der als 
unbescbrankt fortgesetzt gedacbten Reibe: 
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0; 1, 2^ • • •_, 03, 03 + o + 2, • • • 

Oder die kleinste transfinite Zalil darstellt, die grofier ist als aiie 
diejenigen der Reilie selbst. Gfleicliwolil ist es nnnotig^ diese Zahl 
durcli ein yoUig neues Symbol zu bezeicbnen; die Gesetze der oben 
anfgestellten Operationen gestatten nns, sie mit cd * 2 zn bezeicbnen. 
Ebenso ist cd • 3 die Ordnungszabl der Reibe: 

2, • • •, 03 , 03 + 1, CD + 2, •• •, CD • 2, G3 • 2 -b 1, 03 • 2 -f 2, •• • 
nsf.; CD • 03 Oder cd^ ist die OrdnungszaM der Reibe: 

Q; G3; 03 + 1, 03 + 2, CD ‘ 2, CD • 2 + 1 , 03 • 2 + 2, , 

^0 A 2 

wobei die Grnppen • eine Reibe bilden sollen, die der- 

jeiiigen der nattirbcben Zablen abnbcb ist. In analoger Weise konnen 
03®, 03^, 03“", gd"'"" nsw. definiert werden. 

Die endlicben Zablen beiBen aucb Zablen der ersten Klasse*, 
die mittelst co und der endlicben Zablen gebildeten beiBen solcbe der 
zweiten Elasse. 

Eine Zahl der z’weiten Klasse beiBt von der ersten oder zweiten 
Art, je nacbdem sie mittelst des ersten oder zweiten Prinzips ge- 
bildet ist, d. b. je nacbdem sie eine unmittelbar vorangebende Zabl 
besitzt oder nicbt. 

Es laBt sicb leicbt zeigen (s. Art. 28, 29, 30, 31), daB die Ge- 
samtbeit aller Zablen, die kleiner sind als eine bestimmte 
Zabl der zweiten Klasse, abzahlbar ist. 

76, Es erbebt sicb nnn von selbst die Prage: UmfaBt die 
Gesamtbeit der bisber betracbteten Zablen die Ordnnngszablen aller 
moglicben woblgeordneten Reiben? 

Anf diese Frage gibt folgender Satz die Antwort: 

Ist A eine abzablbare Menge und greift man irgend eine 
Zahl cc der zweiten Klasse heraus, so lassen sicb die Elemente 
von A in eine woblgeordnete Reibe bringen, die derjenigen 
der Ordnnngszablen abnlicb ist, welcbe a vorangeben; urn- 
gekebrt ist, wenn dies fur irgend eine Zahl a moglicb ist, 
die Menge A abzablbar. 

Der Beweis dieses Satzes ist sebr einfacb. Weil die Menge 
der Zablen, die kleiner als a sind, abzablbar ist (Art. 75), laBt 
sicb zwiscben diesen Zablen und den Elementen von A eine ein- 
eindeutige, vollstandige Beziebung berstellen. Setzen wir nun fest, 
daB von zwei Elementen von A dasjenige vorangeben soil, dem die 
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kleinere ZaH entspriclit, so gelingt es, die Elemente von A in eine 
woKLgeordnete Reilie zu bringen, die derjenigen der Zablen abnlich 
ist; welcbe Meiner als oc sind. — LaBt sicb dies nmgekekrt fiir eine 
Zahl a bewerkstelligen, so folgt (Art. 56), daB A nnd die Gesamtheit 
der Zablen, die kleiner als a sind, gleicbe Macbtigkeit besitzen, nnd 
daB folgbcb A abzablbar ist. 

Der aufgestellte Satz lafit sicb kiirzer so anssprecben: Die Zablen 
der zweiten Klasse dienen einzig dazu, aileMengen der ersten 
Macbtigkeit abzuzablen, wie andrerseits diejenigen der ersten 
Edasse dazn dienen, abe endlicben Mengen nnd nnr diese abzuzablen. 

Hiemacb erscbeint es offenbar notwendig, nene Zablen zu bilden, 
welcbe die Ordnungszablen der nicbt abzablbaren Mengen anzugeben 
vermogen. Weil aber diese Zablen nicbt aus co nnd den endlicben 
Zablen znsammengesetzt werden konnen, da derart zusammengesetzte 
Zablen nnr geeignet sind, die Mengen der ersten Macbtigkeit abzn- 
zablen, so macbt es sicb notig, ein durcbans neues Symbol einzu- 
fiibren. Wir werden als solcbes benutzen, das wir als die kleinste 
transfinite Zabl definieren, die groBer ist als alle Ordnungs- 
zablen derjenigen Reiben, deren Elemente eine abzablbare 
Menge bilden. 

Der Gedanke, erst dann eine vollig neue Zabl ^ einzufiibren, 
wenn aUe Zablen erscbopft sind, die sicb dazn eignen, die Reiben abzn- 
zablen, deren Elemente eine abzablbare Menge bilden, stellt, gebtibrend 
verallgemeinert, wie sogleicb (Art. 77) erklart werden soli, das Hem- 
mungs- Oder Bescbranknngsprinzip dar, durcb welcbes bestimmt 
wird, unter welcben Bedingnngen ein voUig neues Symbol eingefubrt 
werden muB. 

Aus der Definition der Zabl folgt: Eine transfinite Zabl 
ist immer nnd nnr dann von der zweiten Klasse, wenn die 
Gesamtbeit der ibr vorangebenden Zablen abzablbar ist; nnd 
daraus folgt weiter: Die Gesamtbeit aller Zablen, die kleiner 
als S2, sind, ist nicbt abzablbar. 

Ferner laBt sicb zeigen, daB es keine nicbt abzablbare Menge 
von geringerer Macbtigkeit als derjenigen der Menge Z aller 
Ordnungszablen gibt, die kleiner als iQf sind, oder, was dasselbe 
ist, daB die Macbtigkeit der Menge die kleinste Macbtig- 
keit nacb der ersten ist. Sie wird desbalb die zweite Macbtig- 
keit genannt. Bezeicbnet wird sie gewobnlicb mit 

Angenommen, es gebe eine nicbt abzablbare Menge M, die eine 
geringere Macbtigkeit besaBe als die Menge Z. Der Definition ge- 
maB gibt es dann eine in Z enthaltene und A aquivalente Menge Z^. 
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Wir bezel clmeiL mit Y die woUgeordnete Reike der Zaklen, die Meiner 
sind als mit die woklgeordnete Reike (Art. 59) ^ die man er- 
kalt^ wenn man die Elemente you nack zunekmender GroBe ordnet. 
Weil jeder Abscknitt von Y abzaklbar, es aber nickt ist^ so ist 
Zj^ der Menge der Elemente keines Abscknittes Yon Y aquiYalent, 
nnd Yj^ ist deskalb (Art. 56) keinem Abscknitte Yon Y aknlick. Weil 
nun Y^ ein Bestandteil Yon Y ist, so folgt daraus (Art. 69), daB Y^ 
aknlick E, folglick Z^ aquiYalent Z nnd mitkin A aquiYalent Z ist 
— gegen die Voraussetzung. 

77. Mittelst der Zakl der Zakl co nnd der endlicken Zaklen 
nnd unter Anwendung der beiden Erzeugungsprinzipien lassen sick 
neue transfinite Zaklen bilden. Darauf wird man gemaB dem Hem- 
mungsprinzip eine Yollig neue Zakl erst dann einfukren diirfen, 
wenn die Gesamtkeit der gebildeten Zaklen eine kokere Macktigkeit 
erreickt kat als die zweite. 

Das besckriebene Verfakren nimmt, wie man siekt, keinEnde; nnd 
die Bildung einer Yollig neuen Zakl ist durck den Umstand bedingt, 
daB die Gesamtkeit aller bereits definierten Zaklen eine kokere Macktig- 
keit als diejenige der Menge aller Zaklen besitzt, die kleiner sind als 
irgend eine der sckon definierten Zaklen (Hemmungsprinzip). 

78. In jeder Menge Yon Ordnungszaklen gibt es eine, 
die kleiner ist als alle andern. 

Bildet man namlick aus der gegebenen Menge eine geordnete 
Reike, indem man die Elemente nack zunekmender GroBe anordnet, 
so ist diese (Art. 59) als Bestandteil der Reike aller Ordnungszaklen 
woklgeordnet; folglick kat sie ein erstes Element. Dies ist das kleinste 
ikrer Elemente. 

79. Eine abzaklbare Reike fallender transfiniter Zaklen 
ist endlick. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall Yon demjenigen des Artikels 60. 


Anwendung der Theorie der transfiniten Zahlen anf die 
Mengenlehre. 

80. In Artikel 7 ist gezeigt worden, daB fiir jedes beliebige A 
die erste Ableitung A' die zweite Ableitung A"' entkalt. Ebenso 
entkalt A" auck A'"', A'" auck A^^ usw. Es kann Yorkommen, daB 
die Mengen: 

A', A", A"\ . . ., 
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Yon denen jede die folgende entlialt^ gemeinsame Elemente "besitzen; 
die Gesamtlieit dieser heiBt die Ableitung G3-ter Ordnnng you A 
nnd wird mit bezeiclinet. Die Ableitungen Yon werden der 
KeiKe nach mit: 

_^(fo+2)^ ... 

und die Gesamtheit der ilmeii gemeinsamen Elemente mit A^^ nsw. 
bezeichnet. In demselben Sinne ist A^^^ die Gesamtbeit der alien 
Mengen gemeinsamen Elemente^ wo a irgend eine ZabI der ersten 
Oder zweiten Edasse ist. 

Man sieht^ daB die Ordnungen der Ableitungen, die wir anf 
diese Weise nacb und nach bilden, von den transfiniten Zahlen 
durcbaus nicht verscbieden sind; man bemerkt aufierdem, daB, wenn 
a eine Zabl der ersten Art ist (Art. 75), die Ableitung Yon A^^> 
im gewobnlichen Sinne des Wortes ist, sobald nur cc = + 1, daB 

aber, wenn a von der zweiten Art ist, die Menge der alien 
J.(/) gemeinsamen Elemente ist, wobei y die ganze Reihe der Zablen 
durcblanft, die kleiner als a sind. 

81* Jede abgeleitete Menge ist abgescblossen. 

Sei die Ableitung aAer Ordnung einer Menge A, wo a eine 
beliebige Ordnungszahl ist. 

Ist a eine Zabl der ersten Art, so ist, wenn man «: = /3 + 1 setzt, 
Af^) die erste Ableitung Yon A^/^) und folgbcb (Art. 7 und 8) abge- 
scblossen, 

Ist dagegen oc von der zweiten Art, so nebmen wir zunacbst « = g> 
an, und zwar ist nur der Fall zu betracbten, daB A^") eine unendlicbe 
Menge ist. Ist dann n irgend eine endlicbe Zabl, so ist, da A^"^) in A^”> 
entbalten ist, in A(^+i) entbalten (Art. 6); die Elemente you 

geboren folglicb alien Mengen A', A"', * • • und deshalb der 
Menge A^^^ der alien diesen Mengen gemeinsamen Elemente an. — 
Sei jetzt cc = w ^2. Bezeicbnet y irgend eine Zabl, die kleiner ist als 
0 ? • 2, so ist A(^ in A^>'> und folglicb + in A^^+^1 entbalten; 
nun ist, da A(J') abgescblossen ist, wie besobaffen aucb y < gd • 2 sei 
(wie eben gezeigt worden), in A^'), mitbin in A(^ entbalten, 

das aus der Gesamtbeit der alien Mengen A^J'l gemeinsamen Elemente 
bestebt. In dieser Weise kann man fur jede Zabl der zweiten Klasse 
fortfabren. 

82, Eine Punktmenge A ist von der ersten oder zweiten 
Gattung (Art. 6), je nachdem AH Null ist oder nielit. 

Ist A von der ersten Gattung, so ist ofFenbar AH == 0. 
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1st A yon der zweiten Gattnng nnd nimmt man^ um eine bestimmte 
Yorstellnng zn haben, an^ seine Punkte lagen auf einer endlicben 
Strecke^ so mtissen^ wenn man sie halbiert^ wenigstens die in einem 
der beiden Teile entkaltenen Punkte yon A eine Menge der zweiten 
Gattnng bilden. Setzt man diese Betrachtung in bekannter Weise fort 
(ygl. Art. 5)j so kommt man zu dem ScUusse^ daB in der Strecke wenig- 
stens ein solcber Punkt p yorhanden ist, daB in jeder Bingebung des- 
selben eine Pnnktmenge zweiter Gattnng yon A entlialten ist. 1st 3 
diese in einer TJmgebnng e yon p entbaltene Menge^ so kann man^ 
well fiir jedes n nicbt Null ist nnd einen Bestandteil yon A^^^ 
bildet^ sagen, in s seien Punkte yon A^^^ entlialten. Darans folgt^ 
daB p eine Grenzstelle yon ist^ oder daB es angehort. 

Demnack gekdrt p den Punktmengen A'"^ • - - nnd folglich 

A(^) aHy das also nicbt Null ist. 

83. LaBt sicb eine Zabl o: der ersten oder zweiten Klasse 
angeben, fur die abzablbar ist, so ist es ancb A" nnd 
mitbin (Art. 51) A. 

Wenn eine Menge P eine zweite Q entbalt, so werden wir mit 
P — (g die Gesamtbeit der Elemente yon P bezeicbnen, die Q nicbt 
angeboren, 

Dementsprecbend kann man sicb leicht yon der Ricbtigkeit 
folgender Gleicbnng tiberzengen: 

A' = (A' - A") + (A" - A'") + 1 - ~ 

y<u 

Die Glieder der Summe i:(A^y'^ — A^y+^'>') bilden eine endliche oder 
abzablbare Menge (Art. 75), nnd jedes von ihnen stellt eine isolierte, 
also abzablbare Menge dar (Art. 50), also ist die Gesamtbeit ibrer 
Elemente abzablbar (Art. 30). Voransgesetzt also, daB abzablbar 
ist, wird es A' ebenfalls sein (Art. 29). 

84 . Ist A' abzablbar, so gibt es eine erste Zabl a dei" 
ersten oder zweiten Klasse, fiir welcbe = 0 ist. 

Wir scbreiben analog, wie wir es scbon im vorigen Artikel getan: 

2^(J.W - A(>'+0) + 

y <S2 

Wenn keine der Mengen AO) Null ist, so kann AO), da es als 
Bestandteil der abzablbaren Menge A' (Art. 26) gleiebfalls abzablbar 
ist, nicbt perfekt sein (Art. 49), nnd desbalb wird AO) — AO + 9 nicbt 
Null. Mitbin ist die Gesamtbeit der Gbeder der Summe, die in der 
angegebenen Gleicbnng auftritt, nicbt abzablbar (Art. 76), und kerns 
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Ton ihnen stellt eine 0-MeiLge dar. Daraus folgt^ da6 A! — die 

Voraussetz-QiLg — niclit abzaidbar ist. 

Es gibt daber Zablen y der ersten oder zweiten Klasse^ fiir welcbe 

Null ist Enter ibnen gibt es notwendigerweise eine kleinste 
(Art 78). 

85. Wenn A irgend eine Menge ist^ so ist, je nacbdem 
A abzablbar ist oder nicbt, A^^^ Null oder nicbt. 

Ist A' abzablbar, so gibt es (Art. 84) eine Zabl y der ersten 
oder zweiten Klasse, fiir welcbe ist. Darans folgt A^^^=0. 

Wir nebmen jetzt an, A' sei nicbt abzablbar. Wenn wir nns, 
nni eine bestimmte Vorstellung zu baben, A als in einer endlicben 
Strecke entbalten denken, so gelangen wir durcb eine bereits ange- 
stellte Betracbtung (Art 82) zn dem Scblusse, daB es in der Strecke 
einen solcben Pnnkt p gibt, daB jede Umgebung desselben eine nicbt 
abzablbare Menge yon Elementen yon A entbalt. Bezeicbnet man die 
in der Umgebung s yon p entbaltene Menge mit B, so ist B^“^ fiir keine 
Zabl der ersten oder zweiten Klasse Null (ja, nicbt einmal abzablbar, 
s. Art. 83)^ weil nun in entbalten ist, entbalt die Umgebung s 
Punkte yon A^“\ Daraus folgt, daB p eine Grenzstelle yon A^^'^ ist 
Oder in entbalten ist und mitbin (Art. 81) fiir jedes be- 

Hebige cc angebort; der Definition yon A^^'^ entsprecbend gebort es 
daber A^^'^ an. Polglicb ist nicbt Null. 

86. Ist A irgendwelche Punktmenge, so ist perfekt^). 

Wir denken uns A als in einer Strecke ab entbalten und weisen 

zuyorderst nacb, daB nicbt aus einem einzigen Punkte p dieser 
Strecke besteben kann. Angenommen, es sei A^^'^=p^ so balbiere 
man ap in dann a^p in usw. Bezeicbnen wir dann die in der 
Strecke ^n-i^n entbaltene Teilmenge yon A' (wobei wir = a an- 
nebmen) mit so ist, da ja angebort und A^^'^ aus dem 
einzigen Punkte p bestebt, welcber der Strecke ^licbt ange- 

bort, 5$;^) = 0 und B^ abzablbar (Art. 85); nun ist die Gesamtbeit 
der Strecken abzablbar, folglicb (Art. 30) ist es aucb der in 

ap entbaltene Teil yon A. Analog beweist man, daB es der in. pi 
entbaltene Teil yon A ist, so daB (Art. 29) — gegen die Voraus- 
setzung — A abzablbar, also A^^^ Null ist (Art. 85). 

Demnacb wird mit Kiicksicbt darauf, daB die Menge abge- 
scblossen ist (Art. 81), zur Begrundung des Satzes der Nacbweis ge- 

.os 1) jDieser Satz umfaJSt aucb den besonderen Fall, dafi A' abzablbar, also 
A Null isfc (Art. 85), da ja eine 0-Menge perfekt ist, weil mit ibrer Ableitung 
identiscb, die gleicbfalls Null ist. 
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niigea, daB sie in sich. dicht ist, d. h. daB jeder ihrer Puatte eiae 
ihrer GrenzsteEen ist. Ist aber q eia Puukt der Menge der keiae 
ibrer GreazsteEea "ware^ so laBt sicb eiae TJaigebaag s Yoa q aagebeaj 
welcbe auBer q selbst keiaea weiterea Paakt voa eathalt. 1st 
C die ia £ eathalteae Teilmeage voa A, so ist die ia s eat- 
balteae Teilmeage Yoa A^^\ besebraakt sicb also aaf dea eiazigea 
Paakt q, was als aamogbcb erwiesea wordea ist. 

87. Ist A irgead eiae Meage, so ist die Meage B=A'—A^^) 
abzablbar. 

Da A!A'> perfekt ist (Art. 86) aad B ketae Paakte mit A^^^ ge- 
meia bat, kaaa keia Paakt Yoa B Greazstebe Yoa A^^^ seia, d. b. fiir 
jedea Paakt Yoa B laBt sicb eiae Umgebuag des Paaktes selbst be- 
stimmea, die keiaea Paakt Yoa eatbalt. Sei ah das laterrall, 
ia dem, wie wir aaaebmea wollea, die Meage A eatbaltea ist, aad 
betracbtea wir dea Ted Yoa ixb, der (eiamal, aiebrere oder uaeadbcb 
Yiele Male) Yon den erwabnten Umgebangea bedeckt wird, die sicb 
aatiirlicb ganz oder teilweise iiberdecken konnen. Dieser wird aas 
eiaer Menge getrenater IntervalLe besteben, die (Art. 47) eadbcb oder 
abzablbar ist. Wir konnea diese laterYalle daber mit Sj, Sj, • • ■ be- 
zeicbaen. Sei der ia £„ eathalteae Teil Yon B. Da J? ia A' eat- 
balten ist, so ist B^^^ and folgbcb das nar einea TeE daYon 

bildet, in oder aacb eatbaltea. Nan eatbalt aber kej a 

Element Yon At-®); mitbia ist B^^) = 0, (Art. 85) and folgbcb 

(Art. 30) B abzablbar. 

88 . Ist A'nicbt abzablbar, so gibt es eiae erste Zabl a der 
ersten oder zweitea Klasse Yon der Art, daB perfekt ist. 

Wir greifen aaf die Gleicbang (Art. 84): 

A' = 2 

y < 

zuriick und stellen sie der andem gegeniiber (Art. 87): 

Daraus folgern wir (s. Anm. zu Art. 53): 

yTh 

Ware keine der Mengen A^^'^ perfekt^ so wiirde keine der Mengen 
(^A^y^ — IfiiU und^ weil die Gesamtiieit der Glieder der Siimine 

niekt abzaklbar ist (Art. 76), auck JR es nickt sein, wakrend dock JR 
bekarmtlick abzaklbar ist (ij:t. 87). Folglick gibt es Zaklen fiir 
welcke A^y^ perfekt ist 5 nnd nnter iknen gibt es (Art. 78) eine kleinste. 
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89. Alls den Satzen der Art. 84, 87, 88 erlialt man mit Eiick- 
siclit auf denjenigen des Art. 53 die folgenden: 

1st A eine atgesclilossene atzahlbare Menge, so gibt es 
eine erste Zalil a der ersten oder zweiten Klasse von der 
Art, daB ist. 

1st A eine abgeschlossene nicht abzablbare Menge, so 
gibt es eine erste Zabl cc der ersten oder zweiten Klasse von 
der Art, daB A^^'^ perfekt ist; dann ist die Menge B = A — A^^^ 
abzablbar. 

Als KoroUar ergibt sick: 

Eine abgeseblossene Menge A laBt sick stets in zwei 
Teilmengen J2, S zerlegen: 

A = B -j- Sj 

von denen die eine B abzaklbar, die andere S perfekt ist. 
Die Menge S ist immer und nur dann Knll, wenn A abzakl- 
bar ist. 


90. Ist A eine perfekte, in keinem Intervalle uberall 
dickte lineare Pnnktmenge^), so laBt sick eine abzaklbare 
nnd in sick dickte Pnnktmenge bilden, die A zur ersten 
Ableitung kat. 

Wir diirfen die Pnnktmenge A als in einem bestimmten end- 
licken Intervalle d entkaEpp. Yoranssetzen und werden die Gesamtkeit 
der Punkte von 6 mit I o^zeicknen. Setzen wir: 


A + B = I, 

so bezeicknet B die Gesamtkeit der Punkte des Intervalles d, welcke 
der Menge A nickt angekoren. Weil nun A keine Grenzstelle kat, 
die nickt A selbst angekorte, lafit sick fiir jeden Punkt von B eine 
TJmgebung des Punktes selbst angeben, die kein Element von A ent- 
kalt. Diese Umgebungen, die sick selbst ganz oder teilweise tiber- 
decken konnen, werden einmal, mekrere oder unendlick viele Male 
einen bestimmten Teil des Intervalls d bedecken, der aus einer end- 


1) Tiber die Bescbafienheit solcber Mengen lafit sicb folgender Satz be- 
weisen : Jede abgeseblossene (und folglich insbesondere jede perfekte) 
lineare Pnnktmenge, die in keinem Teile eines Intervalles d, das 
sie entbalt, uberall dicht ist, bestebt aus den Endpunkten einer 
im ganzen Tntervall d uberall diebten Menge von Intervallen und 
aus den Grenzstellen der Gesamtbeit dieser Endpunkte. — Als Bei- 
spiel einer perfekten, in keinem Intervall uberall diebten linearen Menge konnen 


^ C 

wir die Menge der Zablen 

TTT ^ 

Werte 0 und 2 annebmen konnen. 


anfiibren, wo die Konstanten nur die 



Anwendung der Tiieorie der transfiniten ZaKLen usf. 


45 


lichen oder abzahlbaren (^Art. 47) Menge getrennter Intervalle bestelit. 
Wir nennen die Menge der lioken Endpunkte diejenige der rechten 
Endpunkte Q nnd setzen: 

C=P+e. 

Die aus der Vereinignng der beiden abzahlbaren Mengen Q 
gebildete Menge G ist abzahlbar (Art. 29). 

AuBerdem ist sie in sich dicht. Sei namlich o irgend einer ihrer 
Pnnkte, y irgend eine Umgebung desselben. Die Umgebung y ent- 
halt dann sicher Pnnkte Yon A.^ weil c sonst kein Endpunkt eines 
der betrachteten Interralle sein Yriirde^ nnn mnB weil A in keinem 
Teile yon d hberall dicht ist, an eh Pnnkte enthalten, die A nicht 
angehoren. Darans folgt, daB mnerhalb y notwendig Punkte von P 
nnd Pnnkte von. also Pnnkte von G yorkommen, nnd daB mithin 
jeder Pnnkt von C Grenzstelle von G selbst ist, so daB G in sich 
dicht ist. 

Wir betrachten nnn einen Pnnkt von O'; in jeder Umgebnng 
desselben werden sich Pnnkte von G nnd folglich nach dem, was eben 
bemerkt worden, Pnnkte von A finden, so daB die Pnnkte von C' 
Grenzstellen von A sind nnd deshalb — da A perfekt ist — A selbst 
angehoren. Umgekehrt werden, da A in keinem Teile von d tiberall 
dicht ist, in jeder Umgebnng irgend eines seiner Pnnkte anch Punkte 
yon P nnd folghch yon G liegen, so daB jeder Pnnkt yon A der 
Menge C' angehdrt. 

Darans folgt A~ C\ und die Menge C geniigt alien Bedingnngen 
des Satzes. 

91. Jede lineare perfekte Menge besitzt die Machtig- 
keit des Kontinnnms. 

Sei A eine perfekte Menge yon Pnnkten einer Strecke d. Ist 
sie in einem Teile s yon d (oder anch im ganzen d) uberall dicht, 
so enthalt sie alle Pnnkte yon f; in der Tat sind aUe diese Pnnkte 
ihr zngehorige Grenzstellen nnd mhssen ihr folglich, weil A perfekt 
ist, angehoren. Die Machtigkeit yon A ist also (Art. 26) ^ derjenigen 
der Gesamtheit der Punkte yon s] nun ist diese (Art. 38) gleich der- 
jenigen der Gesamtheit der Pnnkte yon d, welche ihrerseits (Art. 26) 
^ derjenigen yon A ist, Darans folgt, daB A die Machtigkeit des 
Eontinnnms besitzt. 

Wir wollen jetzt annehmeu, A sei in keinem Teile yon d tiberall 
dicht. Dann laBt sich (Art. 90) eine abzahlbare nnd in sich dichte 
Menge C bilden, welche A znr Ableitnng hat; da A nicht ahzahlbar 



46 


Erster Teil. Elemente der Mengenlehre. 


ist (Art. 49), so entkalt A auBer denen you C nocli audre Punkte,, 
nnd man kann schreiben: 

A^C+B, 

worm die Menge -D sicker nickt Null ist. Die Gesamtkeit der 
Interyalle, deren Endpunkte die Menge C bilden, werde mit I be- 
zeicknet. 

Zwiscken zwei bekebigen dieser Intervalle sind andre Intervalle 
der Menge 1 entkalten; es wiirden in der Tat, wenn dies nickt der 
Pall w^*e, in irgend einem Teile der zwiscken den beiden betreffen- 
den Interyallen entkaltenen Strecke Punkte von A liegen, und daker 
A innerkalb dieser Strecke iiberall dickt sein, was ausgescklossen 
ist. Wir bringen jetzt die Intervalle der Menge I in eine Reike von 
abnekmender GroBe (ygl. Art. 47): 

1= (£i, £ 2 , • • •) 

und nekmen auf irgend einer Strecke 6 eine Punktmenge: 

an, die abzMbar, innerkalb der ganzen Strecke 6 uberall dickt ist 
und deren Endpunkte nickt entkalt. Wir komen dann zwiscken den 
Elementen der beiden Mengen I, L eine eineindeutige, yollstandige 
Beziekung derart kerstellen, daB, wenn sick ein Intervall s reckt& 
yon einem andern in der Strecke d befindet, der dem ersteren ent- 
spreckende Punkt sick reckts yon dem Punkte befindet, der dem 
andern im Abscknitte 0 entsprickt. Zu diesem Zwecke laBt man yor 
aHem dem Interyalle den Punkt \ entsprecken, den wir auck 
nennen werden. In L sind sicker Punkte yorkanden, die sick in bezug 
auf in derselben relatiyen Lage befinden, in welcker sick in bezug 
auf befindet; ist derjenige yon iknen, welcker den niedrigsten 
Index kat, so bezeicknen wir ikn mit und betrackten ikn als komo- 
log zu ^ 2 - Paki't man in dieser Weise fort, so entsprickt, wie man 
siekt, jedem Abscknitte ein und nur ein Punkt oder p-. Man 
bemerkt leickt, daB kein Punkt I yon der Beziekung ausgescklossen 
bleibt. Sind namlick die Punkte p-^, '^ii’klick bestimmt und 

ist unter den yerbleibenden Punkten I der Punkt yom niedrigsten 
Index, so sind in der Menge I sicker Interyalle yorkanden, welcke 
sick in bezug auf fg, • • in derselben relatiyen Lage befinden, 
in welcker sick in bezug auf p^, P 2 , Pa befindet; zu demjenigen 
unter iknen, der den niedrigsten Index kat, ist dann in L offenbar 
der Punkt komolog. 
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Wir ])ezeiclinen mit J die Gesamtlieit der Punkte des Absclinittes 6 
uud definieren die Menge M mittelst der Gleichuug: 

J^L + M, 

1st m eia Punkt von M iind nimmt man eine linke Umgebung 
desselben^ so liegen in dieser sicker Punkte der Menge: 

l=Pi,P2, ■ ■ ■; 

sei derjenige von iknen^ der den niedrigsten Index kat. Wir nekmen 
eine neue Umgebung links von 7n, die nickt von grbBerer Lange als 
der Halfte der vorigen ist und nickt entkalt, und sei von den 
darin entkaltenen Punkten p derjenige vom niedrigsten Index; und 
so fort. Die Punkte pj^^, pj^, • • • werden eine Polge mit wacksenden 
Indices bdden, die von links nack reckts forts ckreitet und m zur 
Grenze kat. EbenfaUs von links nack reckts werden die komologen 
Intervalle • • • fortsckreiten und sick folglick — da ikre GroBe 

mit wacksenden Indices abnimmt — unbegrenzt einem bestimmten 
Punkte n nakern, der A angekort, weil in jeder Nake desselben 
Punkte von C und folglick von A vorkommen. Man kann gleickwokl 
zeigeUj daB er C nickt angekort. Ware er namlick ein (selbstver- 
standlick linker) Endpunkt eines IntervaUes so wiirde der Sj. in (T 
entspreckende Punkt pj^ sick reckts von alien Punkten ' ' ' 

befinden und, da er nickt mit m zusammenfallen kann, weil dieses 
L nickt angekort, reckts von m steken. Nennt man daker p^ irgend 
einen von den zwiscken m und entkaltenen Punkten p, so miiBte 
8^ reckts von aUen Intervallen links von 8j,j also links 

vom Punkte n steken; aUein das ist unmogkck, weil, wenn man links 
von n eine Umgebung von geringerer Breite als 8^ nimmt, in ikr 
sicker Intervalle vorkommen. Mitkin gekort der Punkt n der 
Menge D an. 

Halten wir den Punkt m fest und nekmen wir die Folgejp^^,^)^, • * * 
auf versckiedene Weise, so erkalten wir eine Folge • * • von 

Intervallen, die von denen der ersten versckieden sind. Die Grenze n 
andert sick gleickwokl nickt, weil jedes Intervall s, das reckts von 
alien denen der ersten Folge stekt, ebenso reckts von alien denen 
der zweiten steken muB und umgekekrt. 

Die Torstekenden Betracktungen lassen sick umkekren, indem 
man von einem Punkte n von D ausgekt, um zu einem Punkte m 
von M zu gelangen. 

Damit ist zwiscken den Punktmengen D und M eine einein- 
deutige, vollstandige Beziekung kergestellt; man kat daker: 
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Da andrerseits G nnd L abzahlbar; ^ (Art. 49) und J (Art. 36) 
nicbt abzabibar siad^ bat man (Art. 32): 

A Dy J 31. 

Daraus folgt: 

A jy 

d. b. A = ^. 

93. Jede abgescblossene lineare Menge ist entweder 
abzabibar, oder besitzt die Macbtigkeit des Kontinuums^). 
Fiir jedwede abgescblossene Menge war (Art. 89) gefnnden worden: 

A = R + S, 

worin R abzabibar und S perfebt ist. Ist S Null, so bat man: 

A = Ry 

also ^ 

ist S perfekt, so bat man (Art. 32): 

A ^ 8, 

also (Aid. 91): _ 

A-=^. 

93. Jede perfekte Menge yon Punkten, die in einem 
Raume yon einer beliebigen Zabl n yon Dimensionen liegen, 
besitzt die Macbtigkeit des Kontinuums. 

Wir setzen der Einfacbbeit wegen ^ = 2 und denken uns weiter- 
bin die Punkte der perfekten Menge A innerbalb des Quadrates ge- 
legen, das die Strecken 01 der beiden recbtwinkbgen Koordinaten- 
acbsen als benacbbarte Seiten bat. Wir nennen dann: 

JB die Gresamtbeit der Punkte des Quadrates, 

die Gesamtbeit der Punkte yon R, fiir welcbe beide Koordi- 
naten iiTational sind, 

die Gresamtbeit der Punkte yon R, fiir welcbe nur eine 
Coordinate irrational ist, 

jBg die Gesamtbeit der Punkte yon R, fiir welcbe beide Koordi- 
naten rational sind, 

A^y Aq; A^ die beziebentlicb in ^ 2 ; -^3 entbaltenen Bestand- 
teile yon A. 

1) Cantor hat wiederholt yersichert, daB dieser Satz fiir a lie linearen 
Mengen gelte, ein strenger Beweis dafiir ist aber noch nicbt geliefert worden. 
Der yon P. Tannery 470 ist imgenngend Leyi 262 teilt zwar mit, er habe 
diesen Satz bewiesen, sein Beweis ist aber bisher noch nicht yerofPentlicht worden. 
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TV"ir wollen dann nacliweiseii^ daB und entweder endlicli 
oder abzahlbar sind odor die Macbtigkeit des Koutiiiutiins besitzen^ 
Tind daB Ag abzablbar ist. • ^ 

Betrachtea wir zunacbst so wollen wir voraussetzen^ es sei 
weder endlicli noch abzablbar. 

Wir setzen auf einer bj^ebigen Geraden einen NuUpnnkt fest, 
nebmen anf ibr die Strecke 01 an nnd nennen: 

G die Gesamtbeit der Punkte der Strecke^ 

Cl die Gesamtbeit der Pnnkte Yon 0 mit irrationaler Abscisse, 

Cg die Gesamtbeit der Punkte von C mit rationaler Abscisse. 

Zmsoben den Punkten von C^ und den Punkten ^ von 
laBt sicbj wie in Art. 42, eine eineindeutige, vollstandige Beziebung 
berstellen. Wir nennen U die Gesamtbeit der Pnnkte von C^, die 
denen von entsprecben, die Gesamtbeit der Punkte der Ab- 
leitung U', die C^ angeboren, ^ die Gesamtbeit deijenigen, die 0. 
angeboren, so daB: 

Die Menge JE, und folglicb (Art. 51) die Menge JE', besitzt eine 
bobere als die erste Macbtigkeit. 

Ist ein Punkt von und setzen vtdr unter Benutzung der 
Bezel cbnnng in Art. 42: 

r === (pi, Pg, • • 

so laBt sicb, well Grenzstelle von E ist, fiir jeden Wert von Jc 
von 1 an in AJ ein Punkt von der Art finden, daB die ersten 
2Jc Glieder der Entwicklung: 

t = (cc^, «2, • • •) 

mit denen von r zusammenfallen; diese Punkte bdden dann eine Folge 
mit der Grenze Die bomologen Punkte in bilden eine Folge 
von der Ai-t, daB die ersten h Glieder der Kettenbrucbentwicklungen 
der Koordinaten des /.-ten Pimktes mit denen aller folgenden Punkte 
zusammenfallen. Daraus folgt, daB aucb diese Folge einen Grenz- 
punkt besitzt, der irrationale Koordtaaten bat und folglicb 
angebort. Nun entsprecben die Punkte derjenigen Folge, deien Grenze 

ist, Punkten der Menge E und geboren daber der Menge A^ und 
folglicb aucb A an; da aber die Menge A perfekt ist, so wird der 
Punkt zu A und, da seine Koordinaten irrational sind, zu A^ ge- 
boren; der ibm bomologe Punkt in wird daber E angeboren. 
Jeder Punkt von E^ gebort also E an oder, mit andem Worten, alle 

Vi V anti, Theorie der eindeutigen analytisclien Funktionen 4 
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Punkte von die E nicht angehoren, haben eine rationale Abscisse; 
daraus folgt (nack der in Art. 51 festgesetzten Bezeicknung), daB die 

E'-D(E,E') 

abzahlbar oder endlick ist (Art. 26,33). Andrerseits ist die Menge: 

E-I)(E,E'), 

weil sie isoliert ist, abzaklbar oder endlick (Art. 50). Darans folgt 
(Art. 32): 

E' r^I){E,E'), Er^L(E,E'), 

mitkin: 

E' E. 


Nxin besitzt E\ weil es (Art. 7) eine abgescklossene, nickt ab- 
zaklbare Menge ist, die Macktigkeit des Kontinnnms (Art. 92); folg- 
lick laBt sick von E dasselbe sagen nnd ebenso von welckes. 
mit E aquivalent ist. 

Wir betrackten jetzt den Bestandteil F von Ag, der auf der Ge- 
raden x liegt, wo v eine zwiscken 0 nnd 1 entkaltene rationale 
Zakl ist. Die Pnnkte von F kaben dann eine irrationale Ordinate; 
wenn nun ein Pnnkt von F' eine irrationale Ordinate kat, so scklieBt 
man, wie birz vorker, daB er, da A perfekt ist, A nnd folgiick F 
angekoren mnB. Daraus folgt dann wieder, daB: 

r^B{F,F') 

ans Pnnkten mit rationaler Ordinate bestekt nnd mitkin abzaklbar 
ist; endlick folgert man dnrck dieselben Betracktnngen wie friiker, daB 
F entweder abzaklbar ist oder die Macktigkeit des Kontinnnms be- 
sitzt. Da nnn Jedem rationalen Werte der Abscisse oder der Ordi~ 
nate eine Menge wie F entsprickt nnd der Inbegriff dieser Mengen A.^ 
bildet, so darf man scklieBen (Art. 30, 43), daB A^ entweder (endlick 
oder) abzaklbar ist oder die Macktigkeit des Kontinnnms besitzt. 

ScklieBlick ist A^ (Art. 39) (endlick oder) abzaklbar. 

Mitkin ist A entweder (endlick oder) abzaklbar oder es besitzt 
die Macktigkeit des Kontinnnms. 

Knn kann A, weil es perfekt ist, nickt abzaklbar sein (Art. 49)- 
also besitzt es die Macktigkeit des Kontinnnms. 

94. Darans laBt sick wie oben scklieBen: 

Jede nnendlicke abgescklossene Menge von Pnnkten,. 
die in einem Ranme von einer beliebigen Zakl von Dimen- 
sionen liegen, ist entweder abzaklbar oder besitzt die 
Macktigkeit des Kontinnnms. 



Zweiter Teil. 

Allgememe Theorie der analytisclien Panktionen^l 


Punktionen der Punkte eines Bereichs. 

95. Wenn jedem Punkte eines Bereicks-) Ton beliebiger Dinien- 
sionszaU ein einziger reeller oder komplexer Wert entspricbt, so sagt 
man, die Gesamtkeit dieser Werte bilde eine eindeutige Funktion 
der Punkte des Bereichs. Die Funktion heifSt reell, wenn alle 
ihre Werte reell sind. 

Wir werden auf die Funktionen der Punkte eines Bereichs ge- 
wisse Definitionen und Eigenschaften zu ubertragen suchen, die sich 
auf die gewohnlichen Funktionen einer reellen Veranderliehen beziehen, 
indem wii- uns zumeist auf einen Bereich yon zwei Dimensionen be- 
schranken. 

96. Enter der oberen bezw. unteren Grenze einer reellen 
Funktion der Punkte eines Bereichs rerstehen wir eine Zahl von der 
Art, daB kein Wert der Funktion grofier bezw, kleiner ist als sie, 
dafi aber Werte der Funktion vorhanden sind, die yon ihr um weniger 
als eine beliebig kleine positiye Grofie 6 yerschieden sind. 

Nimmt die Funktion Werte an, die groBer bezw. kleiner sind 
als irgend ein yorgeschriebener Wert, so sagt man, sie habe zur 
oberen bezw. unteren Grenze + oo bezw. — oo. 

Es existiert stets eine obere bezw, untere Grenze, und 
zwar nur eine. 


1) Nachschlage'werke: Bianchi 33, Biermann 36, 37, Borel 46, 47, 
Burkhardt 98, Forsyth 155, Fouet 156, Harkness und Morley 197, 
Hexmite 201, Osgood 338, Petersen 365, Pincherle 383, 384, 387, 
Puzyna 420, Tannery und Molk 468, Thomae 477, Timtschenko 481, 
Vivanti 611. — S. auch Hurwitz 211. 

2) Wenn wir von einem Bereich sprechen, so hetrachten wir stets auch die 
Punkte seiner Begrenzung (d. h. diejenigen Punkte, von denen jede Umgehung 
Punkte enthalt, die dem Bereich angehoren, und Punkte, die ihm nicht ange- 
hOren) als zu ihm gehSrig. 

4 '' 



52 Zweiter Teil. Allgemeine Tlieorie der analytisclien Funktionen. 

tibersteigeiL die Werte der Funktion jede beliebig festgesetzte 
Zabl^ so ist die obere Grenze vorhanden und gleicb + oo ; und es ist 
klar^ daB es keine andre geben kann. 

Seien dagegen alle Werte der Funktion kleiner als eine ge- 
gebene Zabl p. Denken wir sie uns uacb zunebmender GroBe ge- 
ordnet, so eiialten wir eine steigende Folge reeller Zablen^ die samt- 
licb kleiner sind als die bestimmte Zabl p] und diese Folge besitzt 
stets eine Grenze^). Man kann leicbt beweisen^ daB sie die obere 
Grenze der gegebenen Menge ist. 

Die obere (untere) Grenze bezeicbnet man aucb als Maximum 
(Minimum), wenn sie einer der Werte ist, welcbe die Funktion 
annimmt. 

Greift man zwei bebebige Punkte des Bereicbs beraus und bildet 
die Different der entsprecbenden Werte der (reellen oder nicbt reellen) 
Funktion, so besitzt die Gesamtbeit der absoluten Werte der so er- 
baltenen GroBen eine obere Grenze, welcbe man die Scbwankung 
der Funktion in jenem Bereicbe nennt. 

Fur eine reelle Funktion ist die Scbwankung gleicb der Differenz 
zwiscben ibrer oberen und ibrer xmteren Grenze. 

97, Ist L die obere, I die untere Grenze einer reellen 
Funktion der Punkte eines Bereicbs, so ist in dem Be- 
reicbe mindestens ein Punkt von der Art vorbanden, daB in 
jeder Umgebung desselben die obere Grenze der Funktion i, 
und ein zweiter you der Art, daB in jeder Umgebung des- 
selben die untere Grenze I ist. 

Wir nebmen ein Recbteck an, das in seinem Innem den ge- 
gebenen Bereicb G entbalt. Teilen wir es durcb Parallele zu den 
Seiten in 4 gleicbe Recbtecke, so ist mindestens in einem der Teile, 
in welcbe der gegebene Bereicb auf diese Weise zerlegt wird, die 
obere Grenze der Funktion gleicb i; ware sie namlicb in alien rier 
Teilen niedidger als L, so wtirde sie es aucb im ganzen Bereicbe sein. 
Sei ein Teil, in welcbem die obere Grenze L ist. Wir teilen das 
Recbteck, in welcbem er liegt, in 4 gleicbe Teile und fabren damit 
unbegrenzt fort. Man erb^t so eine Folge von Recbtecken, von denen 
ein jedes in dem voraugebenden entbalten ist und ein Viertel von 
ibm betragt, und in deren jedem die obere Grenze L ist. Diese 
Recbtecke bestimmen gemaB Art. 5 einen Punkt, der innerbalb aller 
dieser Recbtecke begt. In jeder Umgebung dieses Punktes ist die 
obere Grenze i; sie kann nambcb nicbt kleiner als L sein, wed man 

1) Sieke z. B.i Cape Hi, Istituzioni di analisi algebrica, Napoli 190§, S. 284:. 
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zu jeder Yorgegebenen Umgebung des betracbteten Punktes ein you 
dersolben umsclilosseiios Pecliteck findeu kann^ in wolckoni dio 0)30x6 
Grrenze L ist. Der Punkt gekbrt ferner dem gegebenen Bereiche an^ 
weil sich in jeder TJmgebnng Yon ihin Punkte des Bereichs Torfiiiden. 

Analog gestaltet sich der Beweis fur die untere Grenze. 

98 . Eine Punktion f{x) der Punkte x eines Bereichs heiht stetig 
in einem Punkte c, ‘wenn sich nach Annahme einer beliehig kleinen 
positiYen GrbBe 6 eine Umgebung von c finden laht, fiir deren samt- 
liche Punkte^) die Ungleichung gilt: 

Mit dieser Definition ist die andere gleichbedeutend: 

Eine Punktion heifit stetig in einem Punkte c, wenn sich nach 
Annahme einer beliebigen positiven GroBe 0 eine Umgebung von c 
finden laJBt, in weleher die Schwankung kleiner ist als 0. 

In der Tat I'aBt sich^ wenn fix) in c nach der ersten Definition 
stetig istj nach Annahme eines beliebigen 6 eine Umgebung von c 
so bestimmen^ daB fur jeden Punkt x derselben: 

ist 5 sind daher x-^^ x^ irgend zwei Punkte der betrachteten Umgebung^ 
so hat man: 

I f{^x) - f{<^) \<Y, I - /(c) <Y 

und folglich: 

i/’(^i)“'f(^2)i <“3“- 

Es ergibt sich hieraus, dafi die Schwankung nicht groBer als ^ ^ 
also kleiner als 6 ist. 

LaBt sich umgekehrt; wie man auch 0 wahle, eine Umgebung von 
c bestimmen, in weleher die Schwankung kleiner ist als so gilt 
fiir jedeii beliebigen Punkt x dieser Umgebung: 

99 . Die absoluten Werte einer stetigen Punktion bilden 
eine (reelle) stetige Punktion. 

1) Wenn c anf der Begrenzung des betrachteten Bereiebs liegt, so verstebt 
sicb Yon selbst, dafi von jeder Tragebnng Yon c nnr der im Bereich selbst ent- 
haltene Teil berilcksichtigt werden darf. 
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In der Tat tat man^ da der absolute Betrag der Differenz zweier 
Grofien niemals kleiner ist als die Differenz ihrer absoluten Betrage: 

0^1 1/‘(«) I -!/■(<=) 1 1 ^ -/■(«) I; 

wenn folglich in einer Umgebung von c: 

\f{x)-f{c)\<6 

ist^ so ergibt sicb daraus: 

100. Wenn eine Punktion in einem ganzen Bereiclie 
(d. b. in alien Punkten des Bereicbs) stetig ist, so laBt sicb nacb 
Annabme einer beliebig kleinen positiven GroBe u eine be- 
stimmte GroBe r der Art finden, daB die Scbwankung der 
Punktion in jedem in dem Bereicbe entbaltenen Kreise vom 
Radius r kleiner ist als 6 (Satz von der gleichmaBigen Stetigkeit). 

Ist X irgend ein Punkt des betracbteten Bereicbs, so laBt sicb 
um X ein Kreis bescbreiben, in welcbem die Scbwankung der Funk- 
tion kleiner ist als (5. Ist q{x) die obere Grenze der Radien der- 
jenigen Kreise mit dem Mittelpunkt a?, fur welcbe diese Bedingung 
erfiillt ist, so laBt sicb q{x) in dem betracbteten Bereicbe als reelle 
und positive Punktion von x auffassen und besitzt demnacb eine untere 
Grenze r, die positiv oder IsTuU ist. Es laBt sicb daber (Art. 97) ein 
Punkt Xq so bestimmen, daB in jeder Umgebung desselben die untere 
Grenze von q{x) gleicbfalls r ist. Bescbreibt man mit dem Radius 
q{x^ um einen Kreis, so ist entsprecbend der Definition der Funk- 
tion Q die Scbwankung der Punktion in jedem Bereicbe innerbalb 
dieses Kreises kleiner als 6'^ sie wird es im besondern in jedem Kreise 
sein, der mit einem Radius um einen Punkt bescbrieben 

wird, der innerbalb des Kreises um mit dem Radius ^q(Xq) liegt. 
Daraus folgt, daB fiir irgend einen Punkt x dieses letzteren Kreises 

mithin die untere Grenze der Punktion q(x) 
innerbalb desselben ist. Nun ist diese untere Grenze nacb 

der Art, wie der Punkt Xq gewablt worden, gleicb r; folglicb ist 
nicbt Null, sondern positiv. 

Weil demnacb fur alle Punkte x des betracbteten Bereicbs die 
Ungleicbung gilt, so ist die Scbwankung in jedem mit dem 

Radius r um irgend einen Punkt des Bereicbs bescbriebenen Kreise 
sicberKcb kleiner als o*. 

101. Wenn eine reelle Punktion in einem ganzen Be- 
reicbe stetig und L bezw. I ibre obere bezw. untere Grenze 
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isty so ist mindestens ein Punkt Yorhanden^ in dem sie den 
Wert Lj nnd ein zweiter, in dem sie den Wert Z annimmt. 

Kurzer: Eine in einem Bereiche stetige reelle Eunktion 
besitzt darin ein Maximum und ein Minimum. 

Auf Gnmd des Satzes in Art. 97 Mt siek ein Punkt c so be- 
stimmen, daB die obere Greuze der Punktion fiir jede Umgebnng des- 
selben gleicb L ist. Nebmen wir an, die Funktion babe in c nicbt 
den Wert so ist alsdann: 

f(c)<L. 

Es werde L — /“(c) = r gesetzt Da die Funktion in c stetig ist, 
lafit sicb eine TJmgebung von c so bestimmen, daB fiir alle ibre 
Punkte: 

■ \fi^)~f{e)\<Y 


wird. Da andrerseits die obere Grenze der Funktion in dieser Dni- 
gebnng gleick L ist, lassen sick darin Punkte x angeben, fur welcbe: 

y 

ist. Aus beiden Beziebungen folgt: 
was widersmmg ist. 

Analog ist der Beweis fiir die untere Grenze. 

102. Eine in einem zusammenbangenden^) Bereicbe 
stetige reelle Punktion nimmt darin jeden Wert an, der 
zwiscben ibrem Maximum und ibrem Minimum entbalten ist. 
Sei M ein zwiscben I und L liegender Wert. 

Macb dem vorigen Satze gibt es zwei Punkte c, d von der Art, 

daB: 

ist. Es werde c mit d durcb eine Linie A verbunden, die sich selbst 
nicbt scbneidet und vollstandig innerbalb des betracbteten Bereicbes 
entbalten ist. Wegen der Stetigkeit der Funktion TaBt sicb nacb An- 
nabme einer beliebigen positiven GroBe ^ ein Punkt p der Linie A 
so bestimmen, daB die Funktion auf dem ganzen Bogen cp von I um 
weniger als 6 verscbieden ist. Mebmen wir im besoudem 6 = M — Z, 
dann bleibt die Funktion anf dem ganzen Bogen cp kleiner als ilL 


1) Ein Bereicb beiJBt zusammenhangend, wenn irgend zwei Punkte des- 
selben sicb durcb eine ganz im Innern des Bereichs liegende Linie yerbinden 
lassen. 
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Da diese Eigenscliaft offenbar nicHt dem ganzen Bogen cd zukommt^ 
so laBt sick auf der Linie I ein Punkt e so bestimmen, daB f(x)^ 
falls p auf dem Bogen ce liegt, in alien Pnnkten x des Bogens cp 
kleiner ist als wabrend diese TJngleiebung nicbt fiir alle Punkte 
dieses Bogens besteht^ falls p auf ed liegt. Es laBt sich nun leicht 
beweisen^ daB f{e) = M ist. 

Es moge zunacbst f{e)<iM sein. Wird f(e) = M—0 gesetzt^ 
so laBt sich auf der Linie I zwischen e und d ein Punkt p so be- 
stimmen, daB auf dem ganzen Bogen ep: 

f(x)<M 

ist. Es gilt dann fur den ganzen Bogen cp die Ungleichung f(x) < 
was unmoglich ist. 


folglich: 


!/( 


Es sei nun umgekehrt f{e) > Wird f(e) = M-\-B gesetzt^ 
so laBt sich auf der Linie X zwischen c und e ein Punkt p so be- 
stimmen, daB fur den ganzen Bogen pei 

,,,, \m-f(e)\<e, . 

folgiich: 

f{x) > M 

ist. Der Bogen cj; hat dann die Eigenschaft, dafi f(x) nicht in alien 
seinen Punkten kleiner ist als M, was wiederum unmoglich ist. 
Folglich ist f(e) — M. 


103. Die Summe zweier (oder mehrerer) in einem Punkte 
stetiger Funktionen ist eine in diesem Punkte stetige 
Funktion. 

Es seien fi(x), f^{x) zwei in einem Punkte c stetige Funktionen. 
l^ehmen wir 6 willkurlich an, so laBt sich eine Umgebung von c 
bestimmen, fiir deren samtliche Punkte: 


(1) !/i(^)-/i(c)i<y 

ist, und eine zweite Umgebung £j von c, fiir deren samtliche Punkte 
ebenfalls: 

( 2 ) 

ist. 

Fiir die den beiden Umgebnngen gemeinsamen Punkte des 
Bereiches s gelten dann (1), (2) gleicbzeitig; aus ihnen folgt; 

! + mi - m) + I < u, 

womit die Stetigkeit der Pnnktion^j(a;)+/ 2 (a;) im Punkte c bewiesen ist. 
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104 :. Das Produkt zweier (oder melirerer) in einem 
Punkte stetiger Funktionen ist eine in diesem Punkte 
stetige Pnnktion. 

Die Stetigkeit der beiden Funktionen (it;); f^{x) im Punkte c 
laBt sick folgendermaBen ausdriicken: Welekes auck die reelle positiye 
GroBe r sei, stets lassen sick zwei Dmgebungen von c angeben, 
fiir deren samtliche Punkte beziekLentlich; 

(1) /i (^) = fi (c) + «i T, /a (a;) = /; (c) + r 

ist; WO I I < 1; I 1 < 1 ist. In dem gemeinsamen Bereiche s 
gelten dann die Gleickungen (1) gleickzeitig. Aus ihnen folgt: 

= fi(c)f^{e) + T[«j/i(c) + cc^f^ip) + a^a^r] 

und darauS; wenn mail beacktet; daB der absolute Betrag der Sumine 
niemals die Summe der absoluten Betrage iibersteigt^ und mit Rtick- 
sickt auf die BedingungeU; denen cc^ nnterliegen: 

l/l(^)/2(«) -/i(«)/2(c)l <i^[i/i(c)| + i/aWH- 4 

Nekmen wir 6 beliebig an und waklen wir r so, daB es den beiden 
Bedingungen: 

gentigt; so ist fur alle Punkte des Bereicks s: 

I fi (») fi (*) - /i (e) fi(p)\<<^, 

eine Beziekung; welcke die Stetigkeit der Fimktion im 

Punkte G beweist. 

105 . Die reziproke Fnnktion einer in einem Punkte 
stetigen und nickt versckwindenden Funktion ist in diesem 
Punkte stetig. 

Welches auck die positive GroBe r sei, stets laBt sick der Yoraus- 
setzung nack eine Umgebung e des Punktes c angeben, fiir deren 
samtlicke Punkte: 

/■(^) = fip) + 

ist; WO 1 I < 1 ist; auBerdem ist f{c) 4 = 0. Daraus folgt: 

11 at 

7i^~W) 


mithm; 
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ITun lafit sich, wenn 6 'beliebig gegeben ist, x so wablea, da6: 




ist. Alsdann wird: 


tind folglich: 


\f(c) at\>\f{c)\- z>^- 


\m m ^ ifwr ^ ’ 


durcli diese Beziehung ist die Stetigkeit der Pxmktion im Punkte e 
bewiesen. 


106, Kombinieren mr diesen Satz mit dem des Yorigen Artikels^ 
so erhalten wir folgenden Satz: 

Der Quotient z^eier in einem Punkte stetiger Puuk- 
tionen, you denen die Funktion im Nenner in diesem Punkte 
nichtNull ist, ist eine in dem Punkte selbst stetige Funktion. 


107* Ist eine Reihe in einem Punkte stetiger Funk- 
tionen in einer TJmgebung dieses Punktes gleickmaBig kon- 
Yergent^), so ist die Summe der Reibe eine in diesem 
Punkte stetige Funktion. 

00 

Sei s die Umgebung des Punktes in welcber die Reihe 

k-i 

gleichmaBig konYergent ist. Nach Wahl eines heliehigen 6 laBt sich 
eine Zahl % so hestimmen, daB fur alle Punkte x Yon b: 

1 “ 

(1) i 

\k=n+l 

folglich im besondem: 

00 

( 2 ) 2 m 

h = n + l 

1) Es sei daran erinnert, daB eine Suinme von Funktionen ^ f^(cc) in einem 

Bereicke gleichmaBig konvergent genannt wird, vrenn sich nach Annahme 
einer heliebig kleinen positiven Zahl 6 eine Zahl n der Art bestimmen laBt, 
daB fur alle runkte des Bereichs: 

^ =«-f 1 
ist. 
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n 

ist. Da andrerseits eine im Pnnkte c stetige Funktion ist 

A=1 

{Art. 103), so laBt sich eine Umgebnng s des Punktes c angeben, 
fiir deren samtliche Punkte: 


( 3 ) 




h=i 


< 


6 

T 


ist. In clem b, e gemeinsamen Bereicte gelten Harm die Unglei- 
chungen (1), (3) gleich.zeitig; komtinieren wir sie mit der TJn- 
gleielnmg (2), die wir auch. folgendermaBen sekreiben konnen: 


BO erhalten wir: 


^ = « 4- 1 i 


6 

Y ^ 




<<j. 


Damit ist die Stetigkeit der Funktion fAx) im Punkte c bewiesen. 

A = i 


Potenzreilien. 

108, Die Erorterung der allgemeineren Punktionen der Punkte 
eines Bereiclis beiseite lassend, werden wir jetzt den Punkten der 
Ebene zunackst eine aritlimetisclie Bedeutung beilegen und uns mit 
denjerdgen Punktionen besctaftigen, deren Wert in einem Punkte man 
erbalt, indem man mit dem durck den Punkt selbst dargestellten 
Werte aritkmetiscke Operationen yomimmt. 

Die Ebene werden wir von nun an in der ublicken Weise als 
das Bild der Gesamtkeit aller komplexen Zaklen betrackten, Wir 
nekmen also zwei recktwinklige Koordinatenacksen an und betrackten 
als das Bild der komplexen Zahl x + iy den Pnnkt der Ebene, der die 
Abscisse x und die Ordinate y kat. Die Punkte der iC-Ackse stellen 
also im besondem die reellen Werte dar. Hiermit wird die Tkeorie 
der linearen Mengen zur Tkeorie der Mengen von reellen Zaklen, und 
die Tkeorie der zweidimensionalen Mengen zur Tkeorie der Mengen 
von komplexen Zahlen. tlberkaupt gewinnen damit allgemein die 
geometriscken Tkeorien des ersten Teiles auck eine aritkmetiscke Be- 
deutung. 
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Die einfachsten unter den durcli arithmetische Operationen er- 
zengten Funktionen erhalt man dadurcli^ da6 man die durcli die 
Punkte der Ebene dargestellte komplexe Variable mit andern reellen 
Oder komplexen, konstanten numeriscben Werten mittels einer end- 
licben Anzabl Yon Additionen^ Subtraktionen und Multiplikationen 
Yerkniipft. Dergleichen Ausdriicke nennt man Polynome; ibre TJnter- 
snchung ist Sache der elementaren Algebra. 

Die nackstliegende Verallgemeinerung der Polynome ergibt sich, 
wenn man voraussetzt, daB in einem nach steigendeii Potenzen der 
Variabeln geordneten Polynome die Anzabl der G-lieder liber jede 
Grenze binaus wacbse. Man erbalt so eine Reibe^ deren Glieder 
ganze^ positiye und wacbsende Potenzen der Variabeln entbalten oder^ 
Yrie man ktirzer sagt, eine Potenzreibe. 

109 , Liegt die Potenzreibe: 

QC 

( 1 ) 2 

?1 = 0 

Yor und setzt man: 

I \ ^ i ^ ^7 

so lassen sicb alle reellen nicbt negatiYen Zablen in zwei Klassen A, B 
teilen, je nacbdem sie, in der Reibe mit reellen und posifciYen Gliedern: 

oc 

( 2 ) 

h = Q 

an Stelle von ^ gesetzt^ diese Reibe kouYergent oder divergent macben. 
Es ist klarj da6^ wenn eine Zabl der Elasse A (oder B) angebort, jede 
Zablj die kleiner (gi-bfier) ist als sie, derselben Elasse angebort. Es 
gibt folglicb eine einzige Zabl p, die weder kleiner ist als irgend eine 
Zabl der Elasse A nocb groBer als irgend eine Zabl der Elasse B^ 
die mitbin die Eigenscbaft besitzt, daB die Reibe (2) ftir jedes | ^ 

konvergentj fiir jedes ^ > p divergent ist. Welcber der beiden EZLassen 
die Zabl q angebort^ ob also die Reibe (2) ftir 5 = p konvergent oder 
divergent ist, laBt sicb nur in jedem besondern Falle entscbeiden. 

Der Elasse A gebort in jedem Falle die Zabl 0 an, well sicb 
die Reibe (2) fiir | = 0 auf ibr erstes Glied reduziert. Enthalt sie 
keine weitere Zabl, so ist p = 0. Es kann umgekebrt vorkommen, 
daB alle reeUen und positiven Zablen der Elasse A angebdren; dann 
setzt man p = oo. 

Bescbreibt man mit dem Radius q um den Anfangspunkt einen 
EreiS; so gilt ftir alle Punkte innerbalb desselben \ oo \ ^ q, so daB 

die Reibe (2) konvergent, die Reibe (1) folglicb absolut konvergent ist; 
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nmgekekrt gilt fiir aUe Punkte auBerhalb desselben so 

daB die Reihe (2) diyergent^ die Reibe (1) also nieht absolut kon- 
Tergent ist. tlber die Punkte der Peripberie laBt sicb auf allgemeine 
Weise niebts entscbeiden. 

Die Zabl q beiBt Kouvergenzradius, der um den Anfangs- 
punkt mit dem Radius p bescbriebene Kreis Konyergenzkreis der 
Reibe (1). 

Beispiele : 

1 + X + ^ ‘ bat den Konyergenzradius 1 ; 

l + llx + 2\x^-\ „ „ „ 0; 

1 • J_ I 

110 . In den Punkten auBerbalb ibres Konyergenzkreises 
ist eine Potenzreibe nicbt einmal bedingt konyergent. 

Angenomnien, die Reibe sei fiir einen Wert yon x yon der Art^ 
daB ' 1 == I > p ist^ konyergent, dann muB sein: 

lim == 0 

A =s 00 

und folglicb: 

lim = 0. 


Dies besagt, nacb Annabme einer beliebig kleinen positiyen 
GroBe 0 laBt sicb eine Zabl n der Art finden, daB fiir jedes h'^n gilt: 

< 0, 

Ist also 1 ] eine zwiscben p und | entbaltene GroBe, so wird: 


und folgUcb: 




CO 


00 


2 iff 

7i = n-i-l A=:n + 1 



sein; biemacb wiirde die Reibe ^ cc^r/' konyergent sein, wabrend sie 

docb, da > p ist, diyergent ist. Folglicb kann die gemacbte Vor- 
aussetzung nicbt stattbaben. 

Der Satz laBt sicb aucb folgendermaBen aussprecben: Konyer- 
giert eine Potenzreibe fiir einen bestimmten Wert yon x, 
so konvergiert sie absolut fur jeden Wert von x yon klei- 
nerem absoluten Betrage. 
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111 . Eine Potenzreihe ist in jedem Kreise urn den An- 
fangspunkt gleiehmafiig konrergent, dessen Eadius kleiner 
ist als der Konvergenzradius. 

Sei o > 0 der Konvergenzradius der Eeihe, q irgend eine positive 

Zakl, die kleiner ist als q. Weil die Eeike l = Q 

7i = 0 

vergiert, so laBt sick naci. Annaknie einer keliebigen positiven GrroBe <? 
eine Zakl n von der Art 'bestimmen, daB: 

^ 

Daraus folgt fur jedes I 

00 CO 

A = n + 1 A — 71 + 1 

imd mithin fur jeden Punkt x des Ereises mit dem Eadius p' um 
den Anfangspunkt (mit EinseklnB der Peripherie): 

! ^ j 

I 2la^x^i<0, 

|a = /i + 1 ! 

-womit der Satz bewieseu ist. 

112 . Beachtet maU; daB (Art. 104) eine stetige Funktion von 
X ist, so gilt (Art. 107, 111) das folgende Theorem: 

Bine Potenzreihe ist in jedem Kreise um den Anfangs- 
punkt, dessen Radius kleiner ist als der Konvergenzradius 
der Eeihe, eine stetige Funktion. 

Ist ein im Innem des Konvergenzkreises liegender Bereich (d. h. 
ein Bereich, dessen samtliche Punhde mit EinschluB der Begrenzung 
dem Konvergenzkreise, nicht aber dessen Peripherie angehoren) vor- 
handen, so laBt sich stets um den Anfangspunkt ein Kreis heschreiben, 
dessen Eadius kleiner ist als der Konvergenzradius und der jenen 
Bereich voUst^dig enthalt. Daraus folgt also: 

Eine Potenzreihe ist in jedem im Innern ihres Konver- 
genzkreises liegenden Bereiche eine stetige Funktion. Oder 
ktirzer: Eine Potenzreihe ist innerlialb ihres Konvergenz- 
kreises eine stetige Funktion. 

113 . Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist offenbar eine 
Funktion ihrer Koeffizienten; aber die Untersuchung dieser Funktion 
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bietet die erliebliclisteii Schwierigkeiten imd ist nocli so gnt wie yoU- 
standig zu erledigen. 

Eine bemerkenswerte Beziehuiig zwiscken den Koeffizienten einer 
Potenzreihe nnd ibreni Konvergeiizradius ist dnrch folgenden Satz 
gegeben^): 

00 

Ist eine Potenzreihe, ct-h=\a,^\, so ist das groBte 

A =0 

Element^) ^ der abgeleiteten Menge der Menge der reellen 
nnd positiyen Werte: 

(^) * ‘ *? V^hy * * ' 

der reziproke Wert des Konyergenzradins der Reike. 

Die Zalil A; die dnrci. bezeicbnet werden mag, laBt sich 

h = co 

anck als das Trennungselement definieren zwiscken denjenigen 
Zaklen^ weleke von der Art sind, daB in der Menge (1) nn- 
zaklige Elemente vorkommen^ die groBer sind als sie, nnd 
denjenigen, welcke diese Eigensckaft nickt besitzen^). 

Nekmen wir einen Wert I < y bezeicknen wir mit ^ 

eine Zakl zwiscken -|- nnd A, so konnen wir sckreiben: 


wo 0 < < 1 ist. Nack der Definition Yon A ist dann nnr eine end- 

licke Anzakl Yon Elementen der Menge (1) vorkanden, die groBer als 
^ sind; nennen wir n — 1 den groBten nnter den Indices dieser 
Elemente, so hat man fiir jedes h^n: 


woraus folgt: 




^ Hadamard 184, 187. S. auck van Vleck 512, Walter 515. — Nach 
einer Bemerknng von Pringskeim (Enzyklop. d. math. Wissensckaffcen, Bd. I, 
Leipzig, 1898, S. 81) wurde der Satz znm ersten Male bereits von Cancky 
(Analyse alg^riqne, 1822) entdeckt, geriet dann aber wiedex in Yergessenkeit, 
so daB er jetzt bisweilen als der Cancky -Hadamardscke Satz bezeicbnet wird. 

2) Es mag bier daraul‘ bingewiesen sein, dab eine abgescblossene Menge 
von reellen Zablen immer ein grofites nnd ein kleinstes Element besitzt. 

3) Gabe es namlicb fiir /x > X nnendHck viele Elemente der Menge (1), die 
> yb waxen, so wiixden sie eine Grenzstelle besitzen (Art. 5), die ^ ^ ware,^ 
wakrend es dock keine Grenzstelle gibt, die grOBer als X ist. 
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uud wenn wir summieren: 


A = n A = /i 


1 — ^ * 


Daraus folgt^ daB fur den betreffenden Wert yon | die Eeihe 

CO 

konvergieri 

h — n 


ISTebmen "wir nun | > y an, so werden in der Menge (1) un- 

zahlige Elemente yorbanden sein^ die groBer als -|- sind; man wird 
also fur unzablige Werte von h baben: 



woraus sicb ergibt: 

Daraus folgt, daB fur den betreffenden Wert yon ^ die Reibe 

CO 

diyergiert, 

A =0 

Polglicb ist y der Konyergenzradius der yorgelegten Reibe. 


114 :. Sind Lj I das groBte und das kleinste Element der 
abgeleiteten Menge der Menge der reellen und positiyen 
Werte: 



so ist; wenn L endlicb ist, der Konyergenzradius nicbt 
kleiner als y; wenn ferner I yon 0 yerscbieden ist, so ist 

der Konyergenzradius nicbt groBer als y^). 

JTebmen wir I < j und bezeicbnen wir mit K einen Wert zwiscben 
-|- und L, so kann man scbreiben: 

WO 0 < < 1 isi Da in der Menge (1) nur eine endlicbe Anzabl 

yon Elementen yorbanden ist; die groBer als K sind; so bat man yon 
einem bestimmten Werte 5 von Ji an; 


1) Pincherle 384. 
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<K 


ih > S) 


nnd folgiicli fiir jeden Wert von r: 


v^orans folgt: 






SO da6 die Eeihe endlich ist nnd der Konvergenzradius niclit kleiner 
als sein kann. 

Jfehmen wir jetzt l> -J ^^d bezeicknen mit 7.‘ einen Wert zwiscben 
^ und 7, so konnen wii- schreiben: 

Z>fc= -J, 

'WO (? > 1 ist. Da in der Menge (1) nur eine endliche Anzabl von 
Elenienten vorbanden ist, die kleiner als Z* sind, so bat man von 
einem bestimmten Werte f von li an: 


— ^ /.• (/i > t\ 

und folglicb ftir Jeden Wert von ri 

woraus folgt: 

cc cc a 

^ ^ ^ ^ 

A=^ r=0 /=0 

diese letzte Reibe divergiert aber, folglicb kann der Konvergenzradius 
der betracbteten Reibe nicbt groBer als ^ sein. 

115 * Daraus ergibt sicb als besonderer FaU: 

Nabert sicb nnbegrenzt wacbsendem li einer be- 

stiinmten Grenze A, so ist der reziproke Wert dieser Grenze 
der Konvergenzradius der Reibe. 

In der Tat bestebt in diesem Falle die abgeleitete Menge der 
Menge (1) aus dem einzigen Elemente 1, so daB L ^ ist. 

Vivanti, Theorie der eindeutigen analytiscTieii. Funktionen. 5 
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116, Eine Verallgememerimg dieses Satzes ist der folgende^); 
LaBt sich eine ZaEl m you der Art finden^ da6 sich. fiir 
eine Zahl r der ReiEe: 

(1) 0, 1, 2, ■■■, m- 1 

das VerEaltnis — nnbegrenzt wacEsendem h einer 

bestimmten Grrenze A nahert nnd daB sicE auBerdem nacE 
AnnaEme einer beliebigen positiyen GrroBe 6 eine ZaEl S 
angeben laBt^ so daB fur alle ubrigen ZaElen r der ReiEe (1) 
die Bedingung: 

<1 + 0 fiir A > if 

{h — l)m + r' 

erfiillt ist, so ist der Konvergenzradius der PotenzreiEe 

cc ^ 

gleich — - 
j =0 yi 

Die zweite Bedingung ist gleichbedeutend mit der, daB die ab- 
geleitete Menge der Menge — ■ eine obere Grrenze babe, die nicht 

-O . , 1 , “{A-l)m + r’ 

groBer ist ais L 

Man kann scEreiben: 




?=o ;/ = o 


f =: u /i = 0 


wo = 1“ gesetzt ist. Die Eeibe liat fiir # = r (Art. 115) 

den KonTergenzradius y und fiir jeden andem Wert yon t (Art. 114) 

einen KonTergenzradius, der nicbt Heiner ist als y; folglieh bat die 

00 

ReiEe ^ beiden Pallen einen KonTergenzradius, der 

A = 0 

gleicE bezw. nicEt kleiner als ist. Da andrerseits die Glieder 

yi 

der m TeilreiEen, in die gemaB (2) die ReiEe zerfallt, yer- 

A=0 

scEiedene Potenzen yon | entEalten und sioE folglicE nicEt gegen- 


1) Bortolotti 82. 



Potenzreiiien. 


7 


einander Leben konnen^ so ist diese Reihe iromer und uur dann kon- 
yergent^ wenn es alle m Teilreiken sind (ygl. unten Art. 118). Daraus 

folgt;, daB der Konyergenzradius der betracbteten Reibe gleich — ist. 

yi 

cx 

117 . Wenn der Konyergenzradius der Potenzreibe ^ 

A=0 

oo 

gleick der der Reibe gleicb q ist^ so ist der Kon- 


vergenzradius der Reibe ^ qq^\ 

A=0 

Setzen wir j | 1 i = nebmen wir eine beliebige 

Zabl u!' > an, so konnen wir diese auf unzablige Arten derart 

in zwei Paktoren i.l zerlegen^ daB ft > “■; ft' > -^ ist. Dann 

lassen sicb (Art. 113) zwei Zablen n, n' yon der Art bestiminen; daB 
v^< ft fiir jedes li'^n und ft' fiir jedes h > n ist; bezeicbnen 

wir nun mit n' eine Zabl, die nicbt kleiner ist als jede der beiden 
Zablen n, n, so wird, fiir jedes h'^n", ftft' = ft" sein, Daraus 

CO 

folgt, wenn wir mit den Konyergenzradius der Reibe ^ciiJ>hOC^ 

bezeicbnen, daB fi" ^ ^ sein muB, so oft ft" > ist, folglicb 
^ ^ ^ 4? Oder q" '> qq. 


118 . Ist q der Konyergenzradius der Reibe q der 

A=0 

oo 

der Reibe so ist der Konyergenzradius der Reibe 

A=0 

00 

genau gleicb der kleineren der Zablen q, q% 

A = 0 

wenn sie yerscbieden, dagegen mindestens gleicb ibrem ge- 
meinsamen Werte, wenn sie einander gleicb sind. 

Setzt man ^) > p' yoraus, so sind beide Reiben fiir | ^ | < ^' bon- 
yergent, folglicb ist es aucb die dritte; dagegen ist die erste Reibe 
fiir Werte yon \x\, die zwiscben q und q Regen, konyergent, die 


l) Hadamard 191, 192, 193. — Siebe aucb Jensen 214, Meyer 302. 

6* 
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zweite aber nicbt, also die dritte ebensoT;v^e]iig; damit ist bewiesen, 
daB der Konvergerizradius der dritten Reihe genau ist. 

Ist dagegen q = so ist die dritte Reibe fiir \x' q konvergent^ 
man kann aber im aUgemeiaen nicbts dariiber sagen, wie sie sich 
fur X , ^ Q verkalt; es laBt sick demnack nur behaupten^ daB ikr 
iConyergeiizradius nickt kleiner als p ist. 

Aus diesem Satze und dem des Art. 113 ergibt sick unmittelbar 
der folgende, der sick iibrigens leickt direkt beweisen laBt: 

Sind; 

1^17 ^' 2 > 

zwei Folgen positiyer Zaklen und ist: 

iim lim 

/i = ac /< = cc 

wobei 0>r ist^ alsdann ist: 

lim + ft = 0 . 

A = a 

119 . Die Frage nack der Abkangigkeit des Konvergenzradius 
Ton den Koeffizienten laBt sick nock unter einem andem Gresickts- 
piinkte betrackten. Siekt man namlick die Koeffizienten als Funk- 
tionen einer neuen Variabeln i/ an^ so laBt sick der Konvergenzradius p 
als Funktion von y untersucken. Aber auck nack dieser Richtung 
kin sind die bisker erzielten Ergebnisse^j gering. Sie zeigen indes^ 
daB selbst in dem einfacksten FaUe, in dem die Koeffizienten gauze 
rationale Funktionen von y sind^ p ini allgemeinen eine unstetige 
Funktion von y ist. 

So laBt sick beispielsweise eine Potenzreike bilden^ deren Koeffi- 
zienten Polynome in y sind und deren Konvergenzradius einen be- 
stinimten Wert R fiir alle Werte von y kat, 'mit Ausnahme einer 
endlicken Anzakl von Werten y^j • • *, fiir die er einen andem 

tx GO 

Wert JR! > li kat. Wenn namlick die Potenzreiken 

A = 0 = 0 

beziekentlick die Konvergenzradien 11, If kaben (R J> R) und: 

{y - yi){y - 2/2J * • • (y ~ !/„) = 

gesetzt wirdj so kat (Art. 118) die Reike: 


1) Pincherle 391, Vivanti 507, 508. 
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2' 

tatsacMicli die yerlangte Eigenscliaft. 

Allgemeiner: Sind 

die Konvergenzradien der Eeihen: 

<x to 

A = 0 A = 0 

SO liat die Eeihe: 

oc 

A = 0 

den Konvergenzradius /’(^) fiir alle Werte Ton fiir Trelche t\y)Kg{lf) 
nnd (p{y) 4= 0 ist^ fiir alle iibrigen aber den Konyergenzradins g{^y). 
Dagegen laBt sicb cblgender Satz beweisen: 

Sind die Koeffizienten einer Potenzreibe: 

CO 

A = 0 

Polynome^ deren Grade nicbt bober sind als eine bestimnite 
Zabl nnd bat die Eeibe fiir + 1 Werte y^j Vp 

y einen Konyergenzradins^ der nicbt kleiner ist als eine be- 
stimmte Zabl By so findet dasselbe fiir alle Werte yon y 
statt. 

Es sei: 

== + ^hiV + - 1 - ... 4 - Cf^^yPy 

ii ¥o yl - ' y^o\ 


1 yi y'i ■ ■ 

■ yl 

1 yp yl- ■ 

■ ■ yl 


nnd es mogen mit die Unterdeterminanten der Elemente der 
Determinante D bezeicbnet werden. Da nun der Annabme nacb die 
Reiben: 

CO 

h=Q 


u' = 0, 1, 
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einen Konyergerizradius haken^ so wird dasselbe (Art. 118) fiir 
die Reilien: 

cc 

+ AAiVi) + 1 - + 

— 1; + 1 ) 

Oder; 

CO 

(i’ = 1, 2, ■ • + 1) 

h = 0 

statthaben imd folglicli ancli (Art. 118) (indem man den Faktor D 
forthebt nnd nacb Mnltiplikation mit fiir alle Werte von k 

summiert) fiir die Reihe: 

■X 

h~Q 

Oder; 

(XI 

7i = 0 

WO y jeden beliebigen Wert kaben kann. 

Hinsichtlich anderer yerwandter Satze sei anf die in der letzten 
Anmerkung angefiibrten Arbeiten verwiesen. 

120. 1st eine Potenzreike gegebeii; so laBt sich eine 
TJmgebnng des Anfangspunktes finden, innerlialb welcker 
die Reihe in keinem Punkte^ hocbstens den Anfangspunkt 
selbst ansgenommen^ den Wert Null bat^). 

cc 

Sei ^ = ^(x) die betracttefce Potenzreike nnd sei vorerst 

%=f=0. Da 5]S(ir) innerbalb ikres Konyergenzkreises eine stetige Punk- 
tion ist (Art. 112)^ so wird sick eine TJmgebung des Anfangspunktes 
bestimmen lassen^ in deren samtlicken Punkten: 

ist; mm ist 5]S(0) = ao^ folgliek wird in alien Punkten dieser ITm- 
gebung 5p(ir) +0 sein. 

Ist dagegen aQ = 0 und wird auBerdem der Allgemeinkeit halber 
angenoinmen^ daJB; 


1) In diesem Satze wie in den folgenden wird stillechweigend vorausgesetzt, 
da6 der Kocvergenzradius nickt ISTull ist, weil die Satze sonst keinen Sinn baben 
wiirden. 



Potenzreihen. 


71 


== == • • • == = 0^ Cfy 4= 0 

seij so ist: 

CD CD 

5p(a;') = ^ a„a:'‘ = af ^ 

k — r A = 0 

Nua laBt sich naoii dem soeben Gesagten eiae Umgebung des 

CD 

Aafangspunktes finden, in der niemals Null ist; in dieser 

Umgebung wird ^{x) nur im Anfangspunkte yerschwinden. 

131, Der yorstekende Satz laBt sick auck folgendermaBen aus- 
sprecken; 

Ist eine Potenzi’eike in alien Punkten einer Menge^ die 
den Anfangspunkt zur Grenzstelle kat^ Null^ so ist sie id^n- 
tisck Null (d. k. alle ikre Koeffizienten sind Null)^). 

1) Aus diesem Satze folgt: 

cc 

Eine Potenzreihe ^ (jc) — ^ ctj , kana niclit in alien Pnnkten 

;i = o ^ ^ . . 

einer Umgebung des Anfangspunktes einen reellen (oder rein ima- 
ginaren) Wert haben. 

Sei diese Umgebung ein Kxeis vom Radius q. Wir setzen -j- 

und geben x irgend einen reellen Wert von kleinerem absolutem Betrage als 
dann mufi: 

oo 

^C;,a:'i = 0 
*=0 

sein, woraus Cj^ = 0 folgt, so daB die Eoeffizienten reell sein miissen. 

Wir geben hiernacli x einen rein imaginaren ^v^'ert iv und eihalten: 

'oo CD CP 

7i^0 A=0 A=0 

Da '^(iv) fill* jedes reelle v von kleinerem absolutem Betrage als q reell 
sein muB, so wird fur alle diese Werte von v gelten miissen: 

A =0 

woraus nach dem Satze im Texte folgt: 

mithin, wenn x^=^y gesetzt wird: 

00 

*!P(i}5) = == ^{OC-) = '0(2/). 

h =0 
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Beachten wir, daB die Stellen^ an denen eine Poteuzreihe: 

oc 

h=0 

emeu W ert C annimmt^ dieselben sind wie die^ an denen die Potenzreihe : 

00 

- C = (flo - 6) + ^ 

// = 1 

verschwindet^ so erhalteu "vrir den Satz: 

1st SP(;r) eine Potenzreihe^ C eine beliebige GrrdBe^ so 
laBt sicb. eine Umgebung des Anfangspunktes finden, inner- 
balb welcher ^(a‘) in keinem Punkte^ bochstens init Ans- 
nahme des Anfangspunktes selbst^ den Wert C aniiimmt. — 
Oder in andrer Form: 

Hat eine Potenzreihe an alien Pnnkten einer Menge, die 
den Anfangspunkt zur Grenzstelle hat^ ein und denselben 
Wert; so rednziert sie sich auf eine Konstante (d. h. alle ihre 
Koeffizienten sind Null auBer dem ersten). 

Beachten wir fernei*; daB die Punkte^ in denen zwei Potenzreihen: 

a 00 

^i(^) =2 

A = o ;i=o 

gleiehe Werte annehmeU; dieselben sind wie die^ in denen die Potenz- 
reihe: 

CO 

/i=0 

verschwindet; so erhalten wir den Satz: 

Haben zwei Potenzreihen in alien Pnnkten einer Menge^ 
die den Anfangspunkt znr Grenzstelle hat, gleiehe (wenn 
auch mbglicherweise you Punkt zu Punit yerschiedene) Werte^ so 
sind die beiden Eeihen identisch gleich (d. h. ihre entsprechen- 
den Koeffizienten sind gleich). 

Da die F/eiLe ^{y) fur jedes y von kleinerem absolntem Betrage als 
reell sein mnB, so findet man, indem man die vorige tiberlegnng wiederbolt: 

^2(2/f+l)~^ (^ == 0, 1, 2, " •). 

Indem man so fortfakrt, beweist man, daB diejenigen Koeffizienten Null 
sein miissen, deren Indices boclistens die 2*®, 3^% • • . Potenz von 2 enthalten, 
und dafi mitbin alle Koeffizienten mit Ausnabme von Null sein miissen, weii 
sicb. for jeden gegebenen Koeffizienten die boebste Potenz von 2 angeben lafit 
die in seinera Index entbalten ist. ’ 



Der Mittelwert iind seine Anwendnngen. 


122. Die BigenscliafteiL der PotenzreilieiL you x lassen sich aiif 
die Potenzreihen von x ~ c ubertrageri; wo c eine eadliclie Zahl ist, 
Yoransgesetzt^ dafi der Piinkt c in den Yersckiedenen Satzen an die 
Stelle des Anfangspunktes tritt. So konyergiert z. B. eine Potenzreihe 
Yon X ~ c innerkalb eines Kreises mit dem Mittelpnnkt c: sie kann 
ill alien Punkten einer Menge, welche c znr Grenzstelle liat^ nickt 
Null werden, obne identiscb. Null zu sein, usf. 

Urn zn seben^ was gescbiebt^ wenn wii- anstatt eines Punktes c 

Yon endlicber Entfemimo; den unendlieb fernen Punkt in Betracht 

00 

zieben; wenden wir auf die Eeibe die den Konyergenzradius p 

^ = 0 

1 Cl 

babe, die Substitution x= .-an: sie wird dadurcb zu 5^---/;-: 

/i=0 

diese Reibe konyergiert aber, wenn man p' == ^ setzt^ fiir x > p7 

In dem bier betraobteten Palle liegt also erne Potenzreibe Yon Yor, 

die in dem Teile der Ebene konyergiert^ der sicb auBerbalb eines 
bestimmten Kreises um den Anfangspunkt befindet. 


Der Mittelwert und seine Anwendungen. 

123. Sei fix) eine Eunktion der Punkte eines Bereicbes^ die auf 
einer in diesem Bereicbe entbaltenen Kreislinie Yom Radius p um 
den Anfangspunkt stetig sein mbge. Man teile die Kreislinie. you 
ibrem Scbnittpunkte mit der positiyen reellen Acbse ausgebend, in 
2” gleicbe Teile, wo n eine beliebige ganze Zabl ist. Die Teilpimkte 
stellen dann die Werte: 

9, <^nQ, <9; • ■ •; 

der Variabeln x dar, wo: 


^TCf 



die imaginare Wurzel der Einbeit yom Grade 2” mit dem kleinsten 
Argumente ist; bezeicbnen wir mit 9K^/'(p) das aritbmetiscbe Mittel 
der Punktionswerte in diesen Punkten, so Ydrd sein: 

2 ^- 

^ A:=0 

Wir werden beweisen, da6 sicb dieser Ausdruck, wenn n unbe- 
grenzt wacbst, einer endlicben und bestimmten Grenze nabeid. 
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Setzen wii*: 

2 St/ 

so ist: 

a = 


3”-l 

(1) 

»,/■{?) 


" jl* = 0 

nnd: 


(2) 

= ^n+p2f(^UpQ) 


k = 0 

Wir schreiben 

nun: 

(3) 

]t = 2P ■ q + r, 


wo q rmd r den Quotienteu nnd den Rest der Division von k dnrcli 
2^ 'bezeiclinen. Da k in (2) von 0 bis 2^+^ — 1 variieren mnB, wird 
man alie seine Werte aiis (3) erbalten^ wenn man darin q von 
0 bis 2^ — 1 ^ r aber von 0 bis 2^ — 1 variieren laBt^ so daB sicb (2)^ 
wenn man anBerdem beriicksicbtigt^ daB ist^ folgenderniaBen 

sckreiben laBt: 


fj = Q r = 0 


i+P 91 


2^-1 

'2 


Ziebt man davon (1) ab^ so erhalt man: 


mi9) 


.2 


■ /’Wp)]- 


Nim kann man^) infolge der vorausgesetzten Stetigkeit von f(x) 
fiii x \ = Q Hack Vorgabe einer beliebig kleinen GroBe 6 eine audere 
positive GroBe 6 so bestinimeH, daB die Scb’waHkung der FunktioH f(x) 
auf jedem Bogen, der gleieh oder kleiaer als 9 ist, kleiaer ist als <?. 
Wahlt man demHaeb die Zahl n so, daB der Bogen von der Lange 

klfiiofir ist als 6, und beaebtet man, daB der Bogen zwiscben den 
beiden Pnnkten: 

ai Q und a'„^pa%Q (0 ^ ^ 2^’ - 1) 

die Lange ^ i^at, so ist fur jeden Wert von p: 


. - — ' <c?, 

,, dem Satze von der gleiclimafiigen Stetigkeit der Punktionen einer 

reenen \ anabeln der -vie andere analogs Satze, rminittelbar auf Funktionen der 
funkte ttgend-welcher Linie ubertragen -sverden darf. 
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und folglich: 

I ^n+pf(Q) - ^U{q) I < 

eine Beziehung^ welche zeigt^ daB sicli Tt^f(o) einer bestimmten end- 
liclien Grenze nahert^ wenn n iiber alle Grenzen wachst. Wir werden 
diese Grenze mit SOi /*(()) bezeicknen: 

^f{Q) = 

7i = cc n = ro 

und sie Mittelwert^) der Funkiion fix) auf der Eneislinie yom 
Radius q nennen. Aiistatt empfieklt es sick bisweilen 

zu schreiben: 9)^f/(a;)]^. 

Die Definition des Mittelwertes findet im besondem auf jede 
Potenzreike Anwendung, die einen groBeren Konvergenzradius als q 
katj da ja (Art. 112) eine solcke Reike eine innerkalb ikres ganzen 
Konyergenzkreises und folglick im besondem auf der betrackteten 
Kreislinie yom Radius q stetige Funktion ist. 

Alls der Definition des Mittelwertes folgt: 

Der absolute Betrag des Mittelwertes einer Funktion 
ist nickt groBer als der Mittelwert ikres absoluten Betrages. 

124 , Der absolute Betrag des Mittelwertes einer Funk- 
tion auf einer Kreislinie tibertrifft nickt den groBten abso- 
luten Betrag der Funktion langs der Kreislinie selbst. 

Ist 31 (q) der groBte absolute Wert der Funktion fix') langs der 
Kreislinie yom Radius so gilt fur jeden Wert yon n und Ic: 

folglick ist: 

2 ^- 1 

I I ^ i 2 I P) I ^ 

^ i’=o 

woraus nack einem bekannten Satze fiber Grenzwerte folgt: 

1) Der Mittelwert wurde yon Pringskeim 407, 412, 416 hauptsacklicli 
211 dem Zwecke eingefuhrt, iim auf elementarem Wege den Satz von Laurent 
(siehe weiter nnten Art. 180) zu beweisen, der ursprfinglich aus der Tkeorie der 
krummlinigen Integrale Kergeleitet worden ist. Andre elementare Beweise des 
Satzes von Laurent, die aber weit weniger einfack sind als der von Prings- 
keim, waren bereits vorber von Mittag-Leffler 308, 309, 311 und von 
-Sckeeffer 439 gegeben worden. — Seit 1880 kat WeierstraB 517 znm 
Beweise der Dngleickung (3) Art. 128 Mittelwerte benutzt, worauf mick Herr 
firutziner aufmerksam gemackt kat. 


. ^ 7. _ n 
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Man kann den Satz Mnzufiigen: 

1st die Fnnktion langs des Kreises nicht konstant; so 
hat man: 

(l; \W(q)\<2I(q). 

Man setze znr Abkurzung M(q) = a Falls mm f{x) langs des 
Ki'eises nicht konstant ist, so gibt es mindestens einen Punkt fiir 
den f{x^\<a ist. Sei : = a — 2; daim laBt sich, weil f\x} 

stetig istj ein enthaltender Bogen angeben^ in dessen samtlichen 

Punkten f{x) \ <a — ^ ist. Hat man diesen Bogen festgestellt, so 

ofibt es einen ersten Wert m, fur den er mindestens zwei der Punkte 
= 0, 1; • *_, 2”^— 1) enthalt; fur m + 1 enthalt er deren niinde- 
stens 2 + 1 = 3 (namlich die beiden vorigen und den Mittelpunkt des 
von ihnen begrenzten Bogens)^ fiir m + 2 mindestens 2 + 1 + 2 = 5; 
fiir m + 3 mindestens 2+l+2 + 4 = 9;*-*; fur m + p mindestens 
2+1 + 2 + 4 + -- - + 2^“^= 1 + 2^. Man hat sonach: 

^ - 2^ - 1 ; a. + (2^ + i) (a - )' 

_ 2^+1 % I ^ 

' 2 ^ + l 

da aber die letzte GroBe unabhangig von p ist^ so erhalt man durch 
tJbergang zur Grenze: 

i W(9) \£a- ■+! < a, 

womit die Behauptung erwiesen ist^). 

1) Es laBt sich aucb leicht beweisen, daB, wenn f{x) in alien Pnnkten eiues 
Ereisiinges nm den Anfangspimkt mit den aiiBersten Radien , es stetig ist, 
M{q) eine fiir alle zwischen nnd liegenden Werte von g stetige Fnnktion ist. 

Da (Art. 99 ) \f(x)\ eine stetige Fnnktion ist, laBt sick (Art. 100), wenn 
man willkurlicb eine GroBe a annimmt eine GroBe Jc von der Art angeben, daB 
fiir jedes \x' — x . c^Tc innerbalb des Kreisringes: 

ist. Nimmt man nun 9' = ^ + ^ an, wo S<^h^ 9 ^<^Q und bezeichnet 

man mit in, x' zwei anf demselben Radius Hegende Punkte der Kreislinien g, g' 
nm den Anfangspnnkt, so bat man: 

X — x\^ ^CiTc, 

folglich : 
nnd demnach: 
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1*25. Leicht beweist man folgende Satze: 

Der Mittelwert einer Konstanten ist die Konstante 
selbst 

Der Mittelwert des Produktes einer Konstanten mit 
einer Fnnktion ist das Produkt der Konstanten mit dem 
Mittelwerte der Fnnktion. 

Der Mittelwert der Snmme zweier oder mebrerer Fnnk- 
tionen ist die Summe ibrer Mittelwerte. 

126. Sind die nnendlicb vielen Punktionen: 

■ ■ ■ 

langs der mit dem Radius q um den Anfangspunkt bescbrie- 

cc 

benen Kreislinie stetig und ist auf der Kreislinie 

h~i 

selbst gleicbmaBig konyergent, so ist: 

oc cc 

h=i h-\ 

Wablt man ni sO; daB langs der ganzen Kreislinie: 

00 

7i = w + l 

WO (5 beliebig gewablt ist^ und bedenkt man, daB nacb einem be- 

cc 

kannten Satze (ygl. Art. 107) eine langs der Kreislinie stetige 

7^=1 

Punktion ist, so bat man (Art. 124, 125): 

00 ru 

/i = l /i=l 

Es gilt also fur alle Punkte der Kreislinie q': 
mithin ist fiir — 9 

Auf dieselbe Weise beweist man: 
so dab: 

lM(9')-M(o)]<a, 
also ist die Punktion stetig. 
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woraus folgt: 

00 m <X! 

^ ^ fhiQ) = 2 2 WrIq)- 

127. Wir woUeiL den Mittelwert einer ganzzaliligen Potenz 
der Variabeln bestimnien. 1st m ISTiill^ so bat man (Art. 125): 

= 9)7(1; = 1. 

1st m ^ 0. so bat man: 

2"- 1 

'Wi ■■ 

Wablt man n so^ dafi 2”>im|j so ist die Summe auf der recbten 
Seite nacb einer bekannten Eigenscbaft der Einbeitswurzeln gleicb 
Nnllj so daJB 3)7^ (^’”) Yon einem bestimmten Werte yon n an Null ist; 
folgbcb ist: ^ 

9)7 = 0 fiir m ^ 0. 

cc 

128. Es sei jetzt eine Potenzreibe von x, ^a^x^, und eine 

k=zO 

cc 

Potenzreibe von — ^ 2'b^x''^‘', gegeben; die erste sei bonvergent inner- 

^ h = l 

balb eines Ereises um den Anfangspunkt mit dem Radius die 
zweite auBerbalb (Art. 122) eines Ej*eises mit dem Radius po. 

Ist Pi > Ps; Summe: 

CO CO 

f (^) = 2 + 2 

A=:0 h = l 

eine innerbalb des zvriscben den beiden Kreisen gelegenen Ringes. 
stetige Punktion sein^ und ibr Mittelwert wird daber auf jedem Kreise^ 
Yom Radius p, wo p 2 < p < Pi ist^ endlicb und bestimmt sein. 

Wir setzen fiir alle positiven Werte von hi 

h = ®- a ; 

SO dafi wir scbreiben diirfen: 

00 

/i= — 00 

DemgemaB erBalten -wir (Art. 125, 126, 127): 

00 CO 

m{Q) = '2 

h = ~ CO 7l = — CD 


a) 
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ein bemerkenswertes Ergebnis^ das uns zeigt, dafi der Mittelwert der 
Funktion f{x) Yon q unabbangig ist. 

Ancb ist eine in dem betracbteten Einge fiir jeden positiYen 

nnd negatiYen Wert Yon r stetige Funktion, und man bat: 



Folglicb bat man fiir jeden positiYen oder negatiYen Wert ron r 
einscbbeJBbcb Null: 

( 2 ) 

Q 


(3) 


Alls der gefimdenen Formel mid dem Satze des Art. 124 folgt: 

M{q) 


1«J<' 


129. Es sei: 




eine Potenzreibe, deren KonYergeuzradius nicbt ist. Setzt man: 

= Qip) + 

wo Q(x) und B{x) reell sind, und bezeicbnet man mit t die zu t 
konjugierte GrroBe, so ist: 


^a^x’‘= Q(x) - 

A = 0 

mitbin: 

~ CC CO ~ 

Q(.^) = Y ’ 

L/i = 0 /i = 0 

und folglicb (Art. 126), wenn p kleiner als der KonYergenzradius der 
gegebenen Eeibe, r aber eine ganze, positiYe Zabl ist: 






L /i = o 


7i = 0 


m 



£ 


00 


CO 


h=(\ A=(i 



Nun ist (Art. 127): 


[ 1 fiir 

lo „ 


r 
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Setzt mail ferner x — so ist x = qo folglich: 

2"-l 

^' = 0 

da aber — /z — r =j= 0 fiir li >0, r > 0^ so ist (vgl. Art. 127) fiir ein 
liinreiclieiLd groBes n\ 

TO ^ = 0 

"'■'s r I 
L.' 


Tvorau.s folgd: 


m\' 


a) 


Es ist also: 

Da ferner (Ai*t. 128): 

^10 _ 


U 


TO = -J-a,. 
<? 




ist, so ergibt sich: 

(2 


Q Q 

to^A = _ ' „ 


Bezeiclmen wir mit C(q) den gi-ofiten positiven, mit D(q) den 
absoluten Wert des groBten negativen Wertes von Q(x) fiir |:r| 
so ist: 

1 Q{^‘) i + Q{^) ^ 2 C{^), 

Q{x) -- Q(x)£2D{q). 

Nun bat man. wenn 11 ^=^ ia^' gesetzt wmd: 

ferner (Art, 123 am. Ende)^ wegen (1): 

^ Q ^ 

Darans folgt: 

niitbin ist: 

(3 <^r. ^j[C ( 9 ) ^ A [C? (p) + 1 I V I ] , 

>J^-)[d(()) + 4-<]^^,[z>(p)+ J Ki]. 


( 4 ) 
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130. Aus Art. 124,(1) und Art. 128,(1) folgt: 

I «o ! < 

unter der Yoraussetzung, da6 die Punktion auf der Eieislinie q nieht 
konstant sei. Diese Pormel; welcKe besagt, daB es auf der Kreislinie 
notwendig Punkte gibt, in denen der absolute Betrag der Punktion 
groBer als im Mitteipunkt ist, gibt zu einer wichtigen Betracbtung AnlaB. 

1st eine Potenzreibe, q ein Wert, der kleiner ist als ibr 

Konyergenzradius, M der groBte Wert von in dem ganzen 

Kreise mit dem Radius q um den Anfangspunkt, den Umfang mit 
einbegriffen, so laBt sick beweisen, daB die Punkte, in denen 
den Wert 31 annimmt, auf dem Umfange liegen, oder aucb, 
daB das Maximum von i ^ j in dem Eb-eise mit seinem Maximum 
auf dem Umfang desselben zusammenfallt. Setzen vrir voraus, fur 
einen Innenpunkt o sei | ^ (c) | = 31, und bescbreiben wir um c als 
Mitteipunkt einen Kreis, der vollstandig innerbalb des Eb*eises q liegt, 
so gibt es, da (siehe unten Art. 159, Anm.) nicbt langs dieses 

ganzen Kreises konstant sein kann, auf ibm notwendig Punkte p, fur 
die 1 5P(j?) I > ilf; das widerspricbt aber der Annabme, 3£ sei der 
Maximalwert von | ^ (ic) | . 

Zieht man also eine Folge von Kreisen um den Anfangspunkt 
in Betracbt, deren Radien wacbsen, aber bestandig kleiner bleiben als 
der Konvergenzradius der Reibe, und bezeicbnet man wiederum durcb 
das Maximum von i auf dem ganzen Kreise oder — was 

nacb dem soeben Gresagten dasselbe ist — langs der Kreislinie voin 
Radius p, so wacbst 3I(q), wenn p wacbst. 


131. Wir wollen jetzt den Mittelwert der Punktion: 

X — € 


langs eines Kreises p berecbnen, wo f(x) langs desselben Ereises stetig 
und c eine GroBe ist, deren absoluter Betrag von p verscbieden ist. 
Zunacbst sei | c | > p. Bekanntlicb ist fiir \x \ = p : 




das ist aber eine Potenzreibe, die den Konvergenzradius | c ] bat und 
folglicb langs des Kreises p gleicbmaBig konvergent isi Daber wird 
aucb die Reibe: ^ 

xf(x) "V T x^^f(x) 

X — c ^ 


h-X 


Vivanti, Theorie der eindeutigen analytischen I’unktionen. 
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gleiclimaBig konvergent sein, tmd man hat (Art. 126): 


(T) 




g/Ce) , 

g— C ■ 


•^^9K[^)Y(p)] fur|c|>p. 


Es sei jetzt \c \ < (). Man hat fur | a; | = ^ : 
X 1 


X — c 


h = 0 


LQ 


*/■(«>) 


fiir I c I < p. 


und folglich^ wie vorhin: 

( 2 ) 

Setzt man fui* f(x) eine Potenzreihe: 

CC 

r = 0 

nnd erwagt man, daB (Art. 128): 

s[fi M 

g'" fiir 0 , 

SO ergibt sich: 

, f 0 fur i d I > p, 

^ ^ ^ = ^(<^) fiir i c I < p. 

^ A = 0 


( 3 ) 


( 4 ) 


Setzt man insbesondere 5|5(a;) = 1, so erhalt man: 

0 fur j c I > 


[1 fiir \c\<Cq. 


132, Es seien unendlich viele Reihen mit positiven und 
negativen Potenzen: 


( 1 ) 


/;(«) =2 


A = — op 


Qc=1,2,..-) 


gegebeUj die innerhalh des Ringes zwischen den Kreisen 
um den Anfangepunkt mit den Radien und kouTer- 

gieren^); ist die Reihe: 


1) Vgl. Alt. 128. 
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(2) 

* = 1 

gleicliinaBig konvergent langs jedes Kreises um dea An- 
faagspunktj dessen Radius q zwiscken xmd liegt, dann 
gelten folgeude Satze; 

a) Die Summen der eutsprecheuden Koeffizieateu der 
Reihen fj.{x) sind konyergent: 

b) Setzt man: 

1-=1 

SO ist die Reike: 

00 

(4) G{x) 

A — 00 


in alien Punkten konvergent, die innerhalb des Ringes 
liegen, und bat denselben Wert -wie die Funktion F(x) 
(Hilfssatz von WeierstraB)*^). 

Da die Punktionen (1) langs des Kreises vom Radius p stetig 
sind (Art. 112) und die Reilie (2) auf diesem Kreise gleiclunaBig kon- 
Tergent ist, so wird auob. F(x) eine stetige Funktion sein, und ebenso 

V ! 'Celebes aucb die gauze Zabl h sei; und daber wird eiue 

T_ ® . e 

bestimmte und endbebe GroBe sein. Nun ist (Art. 126, 128): 


( 5 ) 




.J'(g) 

' A ^ ^ 

V t=i 


^ ktt 


SO daB (3) konyergent ist. 

Man nekme nun einen beliebigen Wert zwiscken p und 
und einen zweiten zwiscken ‘‘i^d p und bezeickne mit den 
groBten absoluten Eetrag yon F(^x) langs des Ekeises yom Radius p/, 
mit Afg den analogen Wert langs des Kreises yom Radius Mit 
Rticksiekt auf (3) erkalt man dann aus (5) fiir alle Werte yon h 
(Art. 124): 




- 


1) Weierstrafi 517. Die Bedingungen des Satzes sind binreickend, aber 
nickt notwendig, 'me Bunge 434 an einem Beispiele gezeigt hat. Die not> 
wendigen nnd hinreichenden Bedingungen sind you Arzela 10 festgeatellt worden, 
S. auch Axzela 11, v. Dalwigk 126, Osgood 340, Severini 456, 457. 

6 * 
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folglich : 


analog ist: 


folglicii: 




lAl- 




A = 1 


Durch. Summierung erhalt man: 


( 6 ) 






also ist die Reilie (4) absolnt konvergent fur jedes dessen absolnter 
Betrag zwiscken und liegt. 

Setzen wir: 


so werden wir wegen der gleichmaBigen Konvergenz you (2) nach. 
Annalime einer beliebigen GroBe 6 zwei Zablen der Art be- 

stimmen konnen; daB langs des Kreises 


I 

iA'=Y+l 


< 


6 

20 


ist ftir jedes und l^gs des &eises dieselbe Beziehung ftir 

jedes N'^n 2 gilt. Bezeiebnen wir nun mit ot irgendwelcbe Zabl, 
die nicbt kleiner ist als jede der beiden Zablen und setzen wir: 


A* = w + 1 

so ergibt sicb ftir alle Punkte der beiden Kreise 

Man wird demnach. dnrcli Wiederholung der oben dargelegten. 
ScbluBweise fiir die Funktion F„{x) zu einer ahnlicben Beziebung 

wie (6) gelangen, wo ~ an Stelle Ton M^, tritt, an Stelle der 
Koeffizienten aber die Koeffizienten: 
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i =: 71 + 1 

auftreten. Man wird also erhalten: 

00 

//s= — CO 

und folglicli: 

2 i ^ Y 

fur I j; I = (). * ® I 

Ajidrerseits laBt sich n Mnreicliend groB wahlen^ damit langs des 
Kreises q: 

\K(^)\<y 

sei; darans folgt fur jedes = ^ und fiir jedes n von einem be- 
stimmten Werte an: 

CO I 

(7) F^{x)-^A!^f>xA<6. 

/l = — 00 

Es ist nun: 

n 

F{x)-^m + F^{x) 

und: 

CO 71 CO 

G(x) ^22 + 2 

h— — (xk=l A = — CO 

oder^ da das erste Griied rechts die Summe einer endlichen AnzaH 
von Reiten ist: 

71 00 00 n 

= 2 ! 2 <^>‘^^+ 2^'^'^ =2 

A=1A = — 00 03 k—1 A = — 00 

woraus sicb ergibt: 

CO 

F{x) - a{x) = F„ix) - 2 4"^^, 

A = — 00 

uud folglich, wegen (7), fiir \x \ = p: 

IJ’Crr) -(?(«;) l<ff, 

Oder, da s wiUkitrlicli ist: 


F{x) = Gix). 
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. Ableitung nnd Integral einer Potenzreihe. 

133. Unter der Ableitung einer Potenzreihe: 

cc 

A = 0 

yersteht man die Eeihe: 

CD 

h-i 

die man erhalt, indem man jedes Grlied mit dem in ihm yorkommen- 
den Exponenten yon x multipliziert^ den Exponenten selbst aber um 
eine Einheit yermindert. 

Die Ableitung der Ableitung wird zweite Ableitung genannt 
und mit bezeichnet usf. 

Als Integral einer Potenzreihe: 




bezeichnet man die Reihe: 

oo 

(1) 


die man erhalt, indem man jeden Exponenten um eine Einheit yer- 
mehrt^ das betreffende Grlied durch den so yermehrten Exponenten 
diyidiert und dann eine yrillkiirliche Konst ante hinzufiigt. 

^ A+ 1 

1st die Reihe fiir einen Wert yon x konyergent, 

so schreibt man: 


/i = 0 A=:0 ' 


es ist insbesondere: 




-i + 

;«=o ‘ 0 


Manchmal schreibt man auch J ^(x)dx an^’att J^{x)dx. 
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Die Ableitung des Integrals einer Potenzreilie fallt, wie 
leicht einzuseben^ mit der urspriinglichen Reihe zusamnaen. 
Dasselbe kann man^ yon einer willkurlicben additiyen Konstanten ab- 
geseben^ yon dem Integral der Ableitung einer Potenzreibe 
sagen. 


134. Eine Potenzreibe und ibre Ableitung baben den- 
selben Konyergenzradius. 

Es sei Q der Konyergenzradius der Reibe: 


7z = 0 

q' derjenige ibrer Ableitung: 

CO 


Es laBt sicb yermittelst der Konyergenzkriterien der algebraiscben 
Analysis leicbt beweisen^ daB die Reiben: 




;i=o 


fiir \x \ < 1 konyergent, fiir | a? j > 1 diyergent sind, so daB ibr 
Konyergenzradius 1 ist. 

Wenden wir den Satz des Art. 117 zunacbst auf die Reiben 
<p{x)j dann auf die Reiben xSS^\x), i){x) an^ so finden wir demgemaB: 

^ p X 1^ p ^ p X 1^ 

woraus p = folgt. 

Auf Grrund der letzten Bemerkung des yorigen Artikels laBt sicb 
der Satz aucb so aussprecben: 

Eine Potenzreibe und ibre Integralreibe baben den- 
selben Konyergenzradius. 


135. In Art. 128, 131 baben wir gefunden: 


( 1 ) 

( 2 ) 





? 




yorausgesetztj daB q kleiner ist als der Konyergenzradius yon ^ 
Man kann nun Formeln finden, die fur alle Ableitungen yon zu 
(2) analog sind. 
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Wegen (1) hat man: 


cc 

= 2 = 2 0^ + 1) Itt = 

= 0 h-0 ^ 

“■ cc 


und allgemein: 


=^^(h + r)(Ji + - 1) • • • (A + 1) 

“ oo 

= 3K 5)S(^)2(A + r)(h + r - 1) • - • (A + 1)- 


ISTon weiB man^ da6 flir | ^| < 1 die Entwicklnng besteht: 




a — ty 


= + r - 2) . ■ • (A + 


daraus folgt far | < ^), wenn r + 1 aJi die Stelle von r tritt: 


(-a 


X‘\r + 1 




1) Diese Formel laBt sich. iiberaus leicht durch vollstandige Induktion 
beweisen. 

Voransgesetzt, daB: 




/r-f 7i— 1\ A 


bat man: 


(t-tf — 0 




:[r+'r‘)+ftaTa+-+(0+']‘‘- 


Nun ist bekanntliciL : 


/r + A— IN /J- + A— 2 


)+(X 7 *)+-+(:)+‘-rt'‘). 


folglich ist: 
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and demnach: 

(q—X) ^ 

136. Wir werden in diesem und den folgenden Artikeln zeigen^ 
daB die gewokolichen Differentiationsregeln aucli bei unserer Definition 
der Ableitung gelten^). 

Die Ableitung einer auf ein einziges konstantes Glied 
reduzierten Reibe ist ISTuli. 

Umgekebrt: Eine Reibe, die identiscb Null ist ('d. b. deren 
samtlicbe Koeffizienten Null sind), kann als Ableitung einer 
Reibe aufgefaBt werden, die auf ein einziges konstantes 
Glied reduziert ist, das iibrigens jeden beliebigen Wert 
baben kann. 


137. Die Ableitung der Summe zweier Potenzreiben ist 
die Summe ibrer Ableitungen. 

Sind zwei Potenzreiben: ' 


(1) (x) = 2 ^2 

gegeben und setzt man: 

CO 

^(x) = ^^ix) -1- 5Pg(a;) 

so ist: 

00 CO 


h-1 


A = 1 




folglicb: 


A = 1 




138. Die Ableitung des Produktes: 
z-weier Potenzreiben * 

W(^) + ?i'(a^)?2(^)- 

Es seien durch. die Eormelu (1) des Torigen Artikels 

ausgedriickt. Nacb dem aus der Reibentbeorie bekaamten Multiplika- 
tionsgesetz von Reiben bat man: 


1) Vivanti 502. 
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wo: 


k-O 

h 

^ ^11^2, h- hi 

i = 0 

CO h 

/i = 0 Zr = 0 

M CO 00 

?1 (>.' W(^) Q^—^0-lk%h-k, 

Zi=0 /t=l A = 1 A: = 0 

CO CC 00 ^ 

^/(ic ) $2 (a:) ^ ^ ‘ ®u-“3.a-a- 


folglich ist: 


ferner: 




h=0 


h = l X: = 0 


Hieraus folgt: 

00 7i 

+ ?x'(^) ^2(^) =2^^‘"'2«U«2.A-A = r(^), 

A=i ;fc=o 

womit der Satz bewiesen ist. 


139. Die Ableitung des Produktes mebrerer Potenz- 
reihen erbalt man^ indem man die Ableitung jeder einzelnen 
Reihe mit alien iibrigen multipliziert und die Produkte 
addiert. 

Da der Satz fiir das Produkt zweier Potenzreiben gilt (Art. 138), 
so geniigt eS; ibn durcb Tollst^dige Induktion zu beweisen. 

Es sei: 

CD n 




A = 0 


r=l 


wo: 


Setzt man: 


so bat man: 


CO 

5P.W = 2 «rA ^ {r=l,2,--; n). 

h = 0 


J75p,(^) = a(^), 

r=l 

?R(a;)==£l(x.)5P„(a;), 


Tind folglicb, da der Satz fiir n = 2 gilt und fiir n — 1 als wabr 
Torausgesetzt wird: 
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woraiis folgt: 

^'(*) = ^i(«)?2(^) ?3(^) - - • ?«(^) 

+ ^l(^) ?3(^) ^3(«'> • • • ^n(^) + ••• 

140. Die Ableitung von [5p(a:;)]", wo n eine gauze 
und positive Zaiil, ^(a:) eine Potenzreilie bezeichnet, ist 

Es geniigt, in dem vorhergebenden Satze: 

?l(®) = ^»(^) = 

zu setzen. 

Daraus laBt sict ein bemerkenswertes Ergebnis lierleiten. 

Setzen wir: 

cc CO CO 

;/=sU hszO A = 0 

dann ist: 

. CD OO CO CO [~ h “ 

h = l /t = 0 k — 1 4 = iL k = l _ 

woraus folgt: ^ 

(1) 

k=i 

141. Es sei eine Potenzreilie: 

GO 

n = l 

gegeben^ deren Konyergenzradius 6 sei, und eine zweite Potenzreihe: 

CO 

A = 0 

und es sei fiir la;|<p: 

Dann ist die Reihe von Potenzreihen: 
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■n = l 

in jedem Bereicke gleickmaBig konvergent^ der in dem mit dem 
Radius p um den Anfangspimkt besckriebenen Bireise entkalten ist^ 
und laBt sick folglick (Art. 132) in der Form einer einfacken Potenz- 
reike darstellen: 

CO 

A = 0 

wo: 

OO 

= 1 

Wir werden jetzt beweisen, daB die Ableitnng von ^(cc) das 
Prodnkt der Ableitnng von mit der von ist, wo 

z = ^{x) zu setzen ist. 

Man kat: 

CO 

folglick: 

O OO 

n^X 


Da (Art. 134) anck £)!(/) den Konvergenzradius 6 kat, so laBt 
sick anck anf diese Reike der Satz des Art. 132 anwenden, und man 
erkalt: 






Andrerseits ist nack (1) des vorigen Artikels: 

CP 00 h 

n = l n-1 * = 1 

A r* 00 ~ 

X jS ^h-ky 

*=1 L 71=1 

folglick : 

00 00 p A 

A=1 * = 1 L k^l 

Oder: 

Wix) ^ Q'(5P(^)) ‘ 5P'(^). 


k=:l 
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142, Wir woUen uns die Aufgate stellen^ eine Potenzreihe^ 
falls sie iiberliaupt existiert, zu finden^ die mit ikrer Ableitiing iden- 

co 

tisch ist. 1st die gesucbte Reihe, so muB sein: 

7^=1 

CD 00 

k=0 h-l 

Oder: 

00 CO 

Qi + 3^, 

7i = 0 A = 0 

woraus fiir alle Werte voa li: 


+ 

mitnin: 

«o = llc^i = 21^2 = 3!% = • • 

Oder: 



folgt. Die gesuchte Reibe ist also: 






der eingeklammerte Ausdruck heifit die Exponentialreibe und wird 
gewobnliclL mit bezel cbnet: 


«-='+s+i;+-= 2 i; 

/t = 0 


(unter der bekannten Festsetzung: 0! = 1). 

Die Exponentialreibe ist fiir jeden Wert von x absolut konver- 
gent, da sich ja das Verbaltnis des 7^-ten Grbedes znm l)-ten der 
Null nabert^ wenn tiber alle Grenzen wacbst. Der Eonvergenz- 
xadius der Reibe ist folglicb unendlicb. 

Die Fundamentaleigenscbaft der Exponentialreibe ist folgende: 


( 1 ) ■ 


In der Tat ist: 






2 K 




(A — 1)!1! {h 


A-2 2 
X y 


2 )! 2 ! 

+ 


• + 




+ 


xy 


h-l 


2! (7! — 2)! l\(h 


1)! ^ h\. 
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mm ist: 
folglicli: 


h\ ^ hi 
r) Qh — r)l rl’ 


4=0 











+ p'‘ = 


■2 

A = 0 


hi • 


Alls (1) iind aus e^= 1 folgt: 



Aus (1") Tind (2) folgt, daB man in der Tat als die Potenz 
einer Zahl e mit dem Exponenten a: ansehen kann. 


143. Ist 5p(a?) eine Potenzreihe, so ist (Art. 132) eine min- 
destens innerkalb des Konvergenzkreises von ^(x) konvergente Potenz- 
reihe. Hire Ableitnng ist (Art. 141, 142): 


144. Es mogen liier einige die Fnnktion ^ betreffende Rela- 
tionen Platz finden, die uns in der Edge von Nutzen sein werden. 
Znnacbst hat man: 

e=l + ^ + |y+ 

h-0 

Die Zahl 6, deren Wert 2,71828... betragt, dient als Basis eines 
Systems von Logarithmen, die hyperbolische oder natiirliche 
Logarithmen genannt werden. (S. nnten Art. 146). 

Piir jede beliebige positive Zahl li hat man: 

(^ + i) < ® + t) ^ 5 

wachst h unbegrenzt, so nahern sich iiberdies das erste und 
dritte Glied der Ungleichung dem Werte e. 

Wir haben: 


G + x) = l+(l)T + (2)i + -“ + (A)^ 



i) 

+ 11' 

i^-i) 


(1-- 

\(l 

--'i 



[ ft/ 


h) 


ft ) 


+ + + + 
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Wachst hy so wactsea alle Griieder der Entwicklung yon ? 

und anBerdem kommen nene positiye Griieder liinzu^ so daB, wenn li 
nach ganzen positiven Werten wackst, auch ^ bestandig wachst. 

Weil aber diese Summe begrenzt ist^ da sie stets < e bleibt^ so 
nahert sie sich nach einem bekannten Satze einer endlichen Grrenze 
^ e, die wir vorlanfig mit g bezeichnen wollen. 

Setzt man: 

also: 

x) = 1 + ^2 H 1" 

so hat man^): 

+ \ = ;qn (l “ x) 

ebenso: ^ l l 

^r+2 < ^ < (r + 2) (r + 1) ^ V+W 

nsf. Darans folgt: 

^r + l + ^r + 2 + • • • + (7^^) ^ ' 

nnd: 

(i + x)‘- 1 + o. + »>+■■ + »-< (i + i)' 

Lafit man h ins TJnendliche znnehmen, nnd beachtet man, daB: 

= oo ^ • 

so erhalt man darans: 

^ “ V^\ 

nnd schlieBlich, wenn man r ins TJnendliche wachsen laBt, g ^ e. 

Also ist: 

lim(l 

Darans folgt weiter: 

lim (l + ir‘- to(l + !)*■ (l + !)-«, 

1) Ygl. Cesaro-Kowalewski, Elementaxes Lelnbuch der algebraischen 
Analysis und der Infinitesimalrechnnng mit zahlreicben tTbrnigsbeispielen, Leipzig 
(B. Gr. Tenbner) 1904, S. 121. 
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imnier Yorausgesetzt^ da6 li dem UnendliclieiL nacli ganzen positivon 

Werten zustrebt. i\a + i 

Nun lafit sich aber beweisen, daB + yj abnimmt, wenn h 
wacbst. Setzen wir: 


( 1 + 1 ) 


<p{h), 


SO ist: 


cp(h) { 

■h + 1 \ 
; A ) 

4+1 

h + l\ 

r(A+ 1) (A - 1)Y‘ 

1 

1 

1 

(A.. 

Y ' 

L r- J 


(i-r 9 ‘ 


P 

Q‘ 


1 + 


wo: 




>-t + A(i-t)p-}i(i-t)(i-|)p+ ■ 

+^(l-l-)-(l-^)p. 


^ ~ ^ h'^ 


^ + -^ ^ + 


+ (::^iX + v_ _ 

i- 


(- 1 )' 


A-f 1 


1 + 


mithin ist far gerade wie ungerade Ji: 


Q>l — \ + 7^ — 


+ 


(- ir 


h ' ^ 

Daraus folgt: 

1 “ 




1 2 _ 1 J_ 

■ * p “ 


7i^ ^ 


Die Samme innerhalb der gescbweiften Klammern bestelit fur > 2 
aus alternierenden und abnehmeudeiL Grliedern, ibr Wert ist folglich 
groBer als die Differenz der ersten beiden Grlieder; also ist: 


Q-JP> 


1 

P ■ 


1 £ L _ 1 

P+i 2 ‘ P h^‘ 
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Fiir h'^4: ist folglicli § — P > 0, d. li. < 1. Fiir die Anfangs- 

werte you li bestatigt es sich unmittelbar^ daB dieses Verhaltnis kleiner 
ist als 1. Folglicli nimmt ab, wena li wacFst* weil aber sein 

Orenzwert fur Ji = oo gleicF e ist, so foigt daraus, daB e ist 

fiir jeden ganzen und positiyen Wert Yon li. 

145. Setzen wir: 


so ist: 
mithm: 



! "^ 'l! )’ 


e''— l^x + I, 

\x \ — \X'\ + 


1st I i < 1, so foigt: 

i ''• ! < I ^l"(2! + 37 + ll ■! ) = “ 2), 

und da <5 < — : 
mitHn ist: 


woftir man scFreiben kann: 


\ \ = 6 X \ ^ 


1 7 

wo ^ ^^i-d I a? I < 1 ist. 


Sei jetzt x irgend eine positive GroBe; offentar gilt dann: 

(1) e' > 1 + a;, 

( 2 ) 


er>l + a;+--. 


Man bat aucb: 


1 


X X" 

if "2 r ~ "sT 


Fiir 0<Cx<Cl nebmen die Glieder, vom Vorzeicben abgeseben, fort- 
gesetzt ab, also foigt unmittelbar: 


(3) 

e-* > 1 — a; 

(0<a;<l) 

und: 



(4) 


(0 < a; < 1). 


Yivanti, Ttieorie der eindeutigen analytisclieii Funktionen. 
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Ferner ist^ wiederum far wegen (1): 


(l - I) > ' 1 + ^) (l 

mi thin : 



<0 


> 1 ; 


Oder auch: 





(0 < x < 1). 


146 . 1st eine gauze uud positive Zahl n gegeben, so laBt sich 
ein positive!' Wert q von der Art angeben, daB fiir jedes a; > p : 


e > a;" 


ist. 


In der Tat bat man; 


^ I 

:;r + 


.n-hl 


nimmt man: 
so folgt damns: 


‘ (h + 1) ! ^ \_}i ! ('» -f- 1) J ’ 

^ = (n + 1)! - + 1), 


mithin fiir jedes g: 


— H — 

nl ^ ('^^ + l)! 




- + — ^>1 


nl ' {/i-H-li! 

und schlieBlich > x^. 

Setzt man + 1 fiir n, so kann diese Formel aucli folgender- 
mafien gesckrieben warden: 


sie lehrt nns^ daB fiir jede beliebige ganze and positive ZaM n der 
Quotient — unbegrenzt wacbst^ wenn x unbegTenzt wacbst. Das- 

^ tx 

selbe kann fiir jede beliebige positive GrrdBe t offenbar von - be- 
hauptet werden. ^ 

Setzen wir fiir ein positives oder negatives reelles x: 

u = e^, 

so ist offenbar u'>l, wenn x positiv ist; dagegen ist fiir ein nega- 
tives X, da 6“-^= 0 < -it < 1. Wacbst x, so wacbst aucb u, folg- 
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licli eatspricht jedem positivea Werte voa u ein and aur ein reeller 
Wert voa cc] er wird der hyperbolische oder aatiirliche Log;a- 
rithmus voa u genaaat iiad folgendermaBen geschrieben: 

X == Ig It . 

Aus Art 142j (1) folgt aamittelbar: 

Igiui) = lgu + Ig V, 

Weiterbin folgt aus der zuletzt gewoanenea Ungleicliuug*, daB sich. 

fur jedwede gaaze and positive Zalil n das Verbaltais der ISTuU 

nabert, wen a u iiber alle Greazen wacbst. 

la der Analysis pflegt maa aucb die Logaritbinen komplexer 
GroBen in Betracbt zii zieben. 1st: 

u = e\ a ==- V I ic, X = y + 

so scbreibt man ebeafalls: 

• X = Ig n. 

Es ist dana: 

u = V iic = 


ferneiy da e'" and 6”'-' als konjugierte GroBea denselben absolaten 
Betrag baben: 

woraus folgt: 


e'b = 1; 


also: 

1 

oder: 

j/ = ig]/y^+ 


Man ersiebt daraas^ daB y bei gegebenem u vollstandig bestimmt ist„ 


14:7. Es sei die Potenzreibe: 

CD 

( 1 ) ‘^{x)=^a,X 

;i = o 

gegebea; ibr Koavergeazradius sei q, Bezeicbaea wir mit c einen 
Puakt iaaerbalb ibres Koavergenzkreises and setzen wir: 

X, ^ 0 + X^J 

so wird sicb in eiae Suiame voa uaeadlicb vielen Polyaomea 

in umwandeln: 

oo 

( 2 ) (a:) = 2 «*(« + ^ (^i) • 

;i=o 
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Da die Reihe (1) in jedera Bereiclie innerhalb des Kreises q 
gleichmafiig konyergent ist (Art. Ill), so wird sie es im besondem 
anf einer beliebigen, innerbalb des Kreises gelegenen Kreislinie um 
c sein; folglich (Art. 132) wird man die Reihe 9 (^ 1 ) in eine Potenz- 
xeihe yon transform ieren konnen: 

cc 

r = 0 

WO Aj. die Summe der Koeffizienten yon in den Gliedern von (2) 
ist. Die allgemeine Form dieser Glieder ist: 

h 

(l) 

r = 0 ^ ^ 

daraus ergibt sich, wenn man beachtet, dafi nur in den Gliedern 
yorkommt, in denen li ^ r ist: 

00 00 

A = 2 C) - 1) • • • (/i - r + 

h = r ^ h — r 

Diese letzte Summe ist aber die x-te Ableitung yon $(it?) fiir 
X C] folglich hat man: 

und (wenn man festsetzt, dafi ^(^)(c) = ^(c) sei): 

cc 

r = 0 

oder: 

^'(c) + r («) + • ■ 

= 0 

das ist aber die bekannte Taylorsche Reihe. Sie ist in jedem um 
den Punkt c beschriebenen, innerhalb des Konyergenzkreises q der 
Reihe (1) enthaltenen Kreise konvergentj ihr Konyergenzradius ist 
folglich nicht kleiner als q — | c | . 

148. Aus der gefundenen Formel folgt: 

(c) + ^ W'(c) + ^"'(c) +■■■. 
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Weaa x sich c natert, so nakem sick alle Glieder der Reike auf 
der reckten Seite auBer dem ersten der Null; folgkck nakert sick 
ekenso, da die Reike gleickmaBig konrergent ist, ikre Summe der 
Null. Daraus folgt: 

lira SMziiW _ 

D. k.: TJusere Definition der Ableitung deekt sick mit 
der in der Infinitesimalrechnung iiblichen. 

149. Alls der Taylorscben Reihe laBt sich. alles folgern, was 
gewolinlicli in den Lelarbneliern der Infinitesinialrecliiiiiiig aiis dieser 
Formel hergeleitet wird. Wir wollen hier nur eine Einzelheit be- 
rtibren. 

Die Taylorscbe Reibe werde folgeiidermaBeu gescliriebeu; 

i|}(c + «) = 5P(C) + ^ + . . ., 

und entsprecbend: 

- «) == + 2 ; ^"(0 - • ■ 

Nekmen -wir an, daB c, u sowie die Koeffizienten Ton ‘^{n) re ell 
sind nnd daB: 

5p'(c) = f "(c) 5pC'-i)(c) = 0, ^ 0 

ist^ so haben wir: 

5P(C+ «)-^(c) = 5pM(c) + +...] = 

^ (c - if) — ^ (c) = (- tiY ipw(c) — sp(''+ 1) (c) -I- . . -J == (_ (jj). 

Wegen der Stetigkeit der Potenzreiben (Art. 112) konnen wir 
einen reellen positiyen Wert a yon der Art angeben, daB nnd 

fiir jedes \u\<0 mit ibrem ersten Gbede, also mit im 

Vorzeicben ubereinstimmen. Daraus folgt^ daB die Differenzen:' 

( 1 ) + 

fiir \‘u\<C(j dasselbe Vorzeicben baben oder nicbt, je nacbdem r ge- 
rade oder nngerade ist, nnd daB ibr gemeinsames Vorzeicben im ersten 
Falle das von ist. 

Nun sagt mau; eine reelle Funktion besitze fiir einen Wert c der 
Veranderlicben ein Maximum oder Minimum^), wenn sicb eine Dm- 

1) Die Worte Maxiiniiia -and Minimum haben hier eine etwas andere 
Bedeutung, als ibnen in Art. 96 beigelegt worden ist. 
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gebiing Ton c aiigeben laBt; in deren samtlichen Pimkten die Funktion 
Werte annimmt^ die kleiner, bezielientlick groBer sind als der Wert, 
den sie in c besitzt. Es liegt namlich ein Maximum oder Minimum 
in c Tor, wemi die beiden Differenzen (1) fiir Werte von n, die absolut 
kleiner sind als eine bestimmte positive GroBe, dasselbe Vorzeichen 
kabeii; also zugleick negativ^ beziehentlicb positiv sind. Man darf 
deskalb sclilieBen^ daB es^ wenn in c ein Maximum oder Minimum 
stattbaben soli; notwendig; aber aucb kinreicliend ist; daB die erste 
Ableitung in c verscbwindet, die erste Ableitnng abei*; die in diesem 
Punkte nickt versckwindet; von gerader Ordnung ist; je nachdeni diese 
Ableitung negativ oder positiv ist; liandelt es sick um ein Maximum 
oder Minimum. 

Wenden wm diese Regel auf ein Beispiel an. 

Es sei: 

x) = 

daraus folgt (Art. 138; 142): 

(x) == + xe"^ = e'-'iX' 4- Ij; 

(x + 1 )( 2 ^ = (^(x + 2). 

versckwindet fiir x ^ — 1, und man kat: 1) == > 0; 

daraus ergibt sick; daB fiir a’ = — 1 ein Minimum besitzt. Der 

Wert von 5)3 fiir x == ~ 1 ist — 

Da; wie bereits bemerkt; v und zugleick zu- und abnekmen; 
so besitzt auch fiir .r == — 1 ein Minimum. 

Setzen wir so kaben wir: 

auBerdem ist u fiir x = — l gieick also besitzt fiir — 
ein Minimum 


Transfomaierte Reilieii. 

150 . Die gefundene Beziekung (Art. 147): 

cc 

( 1 ) 

r = 0 

transformiert eine Potenzreike von x in eine Potenzreike von x — c, 
wobei c ein Punkt innerkalb des Konvergenzkreises p der ersten Reike 
ist. Der Konvergenzradius der zweiten Reike ist mindestens gleick 
j Cl, und deskalb beriikrt der Konvergenzkreis der zweiten Reike 
den Kreis q von innen; oder er gekt zum Teil dariiber kinaus. 
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Die auf der recliten Seite von (1) stehende Reike heiBt die aus 
in bezug auf c transformierte^) Reibe und wird mit 
bezeicbnet. 

Fiir jeden Punkt x innerlialb der Ronvergenzkreise der beiden 
Reiben bat man: _ , 

= 5|5(j;|c). 

Man nebme nun innerbalb des mit dem Radius um c be- 
scbriebenen Xreises einen Punkt d an. Die aus in bezug auf 

d transformierte Reibe, die man mit ^{x\c,d) bezeicbnen kann^ wird 
eine Potenzreibe von: 

[(^r — c) — (d — c)] 

Oder von x — d sein. Liegt der Punkt cl zugleicb innerbalb des 
Kreises so werden wir aucb die Reibe bilden konnen, die 

aus in bezug auf d transformiert ist und demiiacb eine Potenz- 

reibe von X — (I ist. Wir warden 
beweisen, dab ^{x\Cjd) und ^(x'd) 
miteinander identiscb sind. 

Es seien die Konvergenz- 

radien dieser beiden Reiben. 

In den Punkten innerbalb der 
Kreise bat man: 

in den Punkten innerbalb der Kreise 
bat man: 

in den Punkten innerbalb der Kreise Qj q./ man: 

= ^{x\d) 

Bezeicbnen wir also mit ^ den kleineren der Radien der beiden 
konzentriscben Kreise 92 ? Q 27 in den den drei Kreisen Qj ^ 

gemeinsamen Punkten ") sein: 

und demnach: 

^(x\c,d) = 

1 ) Wir gebrancben das Wort „transformiert“ statfc des -Cibbcben ^ab- 
geleitet“, um Yerwecbslungen zu vermeideu. 

2) Derartige Punkte sind unter der Yoraussetzung, dafi c innerlialb des 
Kreises q und d innerlialb der beiden Kreise q, begt, immer vorbanden. 



I’lg 1 
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Diese Gleieliung wird dalier in alien Punkten eines bestimmten 
Kreises mit dem Mittelpnnkt d statthaben^ woraus folgt (Art. 121): 

Man driickt dies dabin ans, dab man sagt: Die unmittelbar 
Oder mittelbar aus einer gegebenen Reihe in bezng auf den- 
selben innerkalb ihres Konvergenzkreises liegenden Pnnkt 
transformierten Reiben sind identiscb gleicb. 

Der Satz wird obne Scbwierigkeit auf den Pall einer beliebigen 
Anzabl von Zwiscbenpunkten ausgedebnt, vorausgesetzt^ dafi sie alle 
innerbalb des Konvergenzkreises der ursprilnglicben Reibe liegen. 

151 . Liegt der Anfangspunkt innerbalb des Kreises so kann 
man den Punkt d mit ibm zusammenfallen lassen^ und die zuletzt 
gefundene Beziebung wird zu folgender: 

D. L: Die ursprilnglicbe Reibe kann als aus ibrer trans- 
formierten Reibe transformiert angeseben werden. 

Wir werden beweisen^ daB sicb die Reibe aucb wenn der 

Anfangspunkt nicbt innerbalb des Kreises liegt^ als aus 5P(a:|c) 
— selbstverstandlicb mittelbar — transformiert anseben laBt. 

Es sei A der Scbnittpunkt der Verlangerung von OC (wo C 

den Wert c darstellt) mit dem 
Kreise 31 der Scbnittpunkt 
von OC mit dem Kreise 
somit: 

0(7= \c \ = OA = 

031 = ^ . 

Auf 31 A nebmen wir eine 
StreckeilfjD = bezeicbnet 

d die dem Punkte D zuge- 
borige GroBe^ so ist: 

i rZ I = d = 7 - + 

4 - g — y __9 + r 

Fig. 2 ‘ 2 ““ 2 

1st der Konvergenzradius der Reibe 5|i(a;|c, so ist: 

92^9 
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folglicli : 




1st ^2 > OB, so liegt der Anfangspunkt innerlialb des Kreises 
und man. hat: 

^{x\c,d,0) == 


Im entgegengesetzten Falle sei N der Schnittpnnkt der Strecke 

OB mit dem Kreise man nehme anf NB die Strecke NE = 
bezeichnet e die dem Punkte E zugehorige GrroBe^ so ist: 


j e I = £ == 6 — po + 


9~7 




2(, + ’~7^-’-P 


- 2<>.. 


1st p 3 der Konvergenzradins der Reihe ^{x\c,d,e), so ist: 


folglich: 


£- Q£y-4:Q^, 


nsf. Nnn konnen die GroBen y — Q, y — y — 4p^, • • • nicht samt- 
lich positiv sein, folglich stoBt man nach einer endlichen Anzahl Ton 
Transformationen anf einen Konyergenzkreis, der in seinem Innern 
den Anfangspunkt enthalt. 


152. Ans den im Torigen Art. angefiihiden Ergebnissen laBt sich 
ein wichtiger SchlnB ziehen, 

Es war gefnnden worden: 


9i ^ 9 - y; 

da aber als ans transformiert betrachtet werden kann^ 

so hat man ans demselben Grnnde: 


worans folgt: 

(1) 9 + r ^ ^ 9 - 7- 

Geometrisch laBt sich das so anssprechen: Der Konyergenz- 
kreis der Reihe liegt zwischen dem Kreise nm c, der 

den Konyergenzkreis yon ^(.t) yon innen, nnd demjenigen, 
der ihn yon anBen beriihrt. 

Ans (1) ergibt sich anch: Der Konyergenzradius der trans- 
formierten Reihe ist eine stetige Fnnktion yon c. 

153. Die Ableitnng der ans einer gegebenen Reihe in 
bezug anf einen Pnnkt c transformierten Reihe ist die in 
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bezug anf den Punkt c aus cler Ableitimg cler urspriing- 
licben Reibe transformierte Reibe. 

Setzen wir: 

CO 

,£1(X - c) = 

/ =0 

so ist: 

^ 1 

Andrerseits ist: 






5P'0r|c) 


woraus folgt: 


€i\x — c) = 


154r. Die untere Grenze der Konvergenzradien cler aus 
einer gegebenen Reibe in bezug auf alle Punkte innerbalb 
ibres Konvergenzkreises transformierten Reiben ist Null. 

Sei k die untere Grenze der Konvergenzradien und 2 > 0 voraus- 
gesetzt. Man nebme eine positive GroBe A < A und eine ist 

c ein bebebiger Punkt des Kreises um den Anfangspunkt mit dem 
Radius so wird die in bezug auf cliesen Punkt transformierte Reibe: 

00 

r = 0 

der Definition von A gemaB einen Konvergenzradius baben^ der nicbt 
kleiner als k, folglicb groBer als k' ist; sie -wird somit im ganzen 
Kreise um c mit dem Radius A' mit EinscbluB cler Peripherie (Art. 112) 
stetig sein. Die Menge aller Kreise vom Radius k'y deren Mittel- 
punkte auf der Kreislinie q liegen^ bedeckt die von den Kreisen um 
den Anfangspunkt mit den Radien q — k' und p' + A' eingescblossene 
Rmgflacbe. Die Werte von in den inneren Punkten des Kreises 
Q —k'j die und den verscbiedenen in der Ringflaebe 

zwiscbeii q — k' und q' gemeinsamen Werte und diejenigen der ver- 
scbiedenen in der Ringfiacbe zwiscben q' und -f A' bilden 

eine in dem ganzen Kreise q' + k' (mit EinscbluB der Peripberie) 
endlicbe und stetige Funktion. Der absolute Betrag dieser Funktion 
ist daber (Art. 99) eine endlicbe und stetige Funktion, besitzt folglicb 
(Art. 101) ein endlicbes Maximum M] bezeicbnen wir dann mit 
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den gi’oJJten absoluten Betrag von ^(x\c) auf der Kreislinie uni c 
mit deni Radius A', so ist IsTun hat man (Art. 128/'3i): 



Oder: 


imAj wenn man fiir alle Werte von r voii 0 bis li summiert: 

(p "b ^ i ^ + 1) 

woraiis folgt: 

h = o ?t=o \Q -r ^ / 

Die Reihe auf der rechten Seite ist bekanntlich (vgl. Art. 134) 
konver^ent fiir: 


daraus folgt, dab absolut konvergent ist fiir jedes x von Hei~ 
nerem absoluten Betrage als q' -f- Ist nun I' festbestimmt, so laBt 
sich q' stets so "wahlen, daB + A' > (> ist; man kommt so mit zn 
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dem Sctlusse, daB die Reilie in Punkten konyergent ist^ die 

anBerhalb ihres Konvergenzkreises liegen^ was absurd ist. 

Polglicb. ist 1 = 0, uiid der Satz ist bewiesen. 

155. Betracbtet man den Konvergenzradius der in bezug auf 
e transformierten Eeibe als eine reelle^ innerbalb des ganzen Kreises ^ 
definierte Funktion yon c, so bat diese Funktion (Art. 154) zur 
unteren Grenze ISTull. Folglicb gibt es (Art. 97) einen Punkt p der 
Art^ dafi in jeder Umgebung desselben die untere Grenze der Funk- 
tion gleichfalls Null ist. 

Dieser Punkt kann nicbt innerbalb des Kbeises q liegen. Nebmen 
wir namlicb an, er liege innerbalb desselben^ d. b. es sei: 

\p\=n<Q, 

so wird^ wenn man um p einen Kreis mit einem Radius: 

d <C Q — ^ 

bescbreibt; fur alle Punkte innerbalb dieses Kreises einen groBeren 
Wert als q — 7t — d baben (Art. 152)^ so daB seine untere Grenze 
innerbalb des Kreises selbst nicbt Null sein kann. 

Folglicb liegt der Punkt p auf der Kreislinie q. 

Ein Punkt yon der Beschaffenbeit^ daB in jeder Umgebung des- 
selben die untere Grenze der Werte von Null ist, lieiBt ein singu- 
larer Punkt. Das gewonnene Ergebnis laBt sicb demnacb folgender- 
maBen ausdrueken: 

Auf dem Umfange des Konvergenzkreises liegt min- 
destens ein singularer Punkt. 

156. Ein singularer Punkt kann nicbt innerbalb des 
Konvergenzkreises einer der transformierten Reiben liegen. 

Wir nebmen an^ der dem Umfange des Konvergenzkreises (o) 
einer Potenzreibe angeborige singulare Punkt p liege innerbalb des 
Konvergenzkreises (&) der mittelbar oder unmittelbar in bezug auf 
einen Punkt & transformierten Reibe. Man bescbreibe um p einen 
Kreis (p), der ganz innerbalb (&) falle. Die Kreise (pi) und (o) baben 
notwendig ein gemeinsames Gebiet; nennen wir irgend einen Punkt 
desselben c, so wird sicber groBer sein als die kleinste Entfernung 
zwiscben den Kreisen (i), (p), folglicb kann seine untere Grenze 
nicbt Null sein. Mitbin kann p nicbt innerbalb eines Konvergenz- 
kreises liegen. 
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Analytisch.e i’un.ktion.eu. 

157 . Es sei eine Potenzreihe mit endlichem KonTergenz- 

radius. Der Konyergenzkreis Yon Tind die KonrergeRzkreise 

aller nnmittelbar oder mittelbar aus transformierten Potenzreihen 
bedecken einmal^ mebrinals oder unendlich oft einen Teil C der Ebene, 
der aus einem einzigen Stiick bestekt, d. L zusammeiLbangend ist (ygl. 
Art. 102^ Anm.) und der in besonderen Fallen auch die ganze Ebene 
umfassen kann. Ist c irgend ein innerer Punkt yon C, so gibt es un- 
endlicli yiele Arten^ eine in bezug auf diesen Punkt transformierte Reibe 
zu gewinnen^ da wir zwiscben den Anfangspunkt und den Punkt c 
unendlicb yiele Folgen yon Zwiscbenpunkten einscbalten konnen. 
Liegen nun sowobl c als aucb die Zwiscbenpunkte innerbalb des Kon- 
yergenzkreises yon so sind (Art. 150) alle entsprecbenden trans- 

formierten Reiben identiscli; sind bingegen beide Bedingungen nicbt 
zugleicb erfiillt; so kann man fiir ein nnd denselben Punkt zu mebreren^ 
ja sogar unendlicb yielen yerscbiedenen transformierten Reiben gelangen. 
Erbalt man aber, wie man aucb den Punkt c wablen und wie man aucb 
yerfabren moge^ fur ein und denselben Punkt stets ein und dieselbe 
Potenzreibe^ so bestimmt die Gresamtbeit der betracbteten Potenzreiben 
fiir jeden Punkt innerbalb C einen einzigen Wert, und zwar ist dies der 
gemeinsame Wert (Art. 150), den in jenem Punkte alle Potenzreiben 
besitzen, innerbalb deren Konyergenzbereicb er liegt. Wir erhalten so 
■eine Punktion der Punkte des Bereicbes C (Art. 95), die wir eine ein- 
deutige analytiscbe Funktion oder einfacber eine analytiscbe 
Punktion nennen wollen^). Die Potenzreibe 5p(a?), wie aucb jede der 
transformierten Reiben, wird als ein Element der Funktion bezeicbnet. 

Da sicb jede der transformierten Reiben (Art. 151) als urspriing- 
licbe Potenzreibe anseben laBt, so konnen wir sagen: Eine analytiscbe 
Funktion ist durcb ein beliebiges ibrer Elemente yollstandig bestimmt. 

Die Gesamtbeit der innerbalb des Bereicbes C gelegenen Punkte 
bildet den Existenzbereicb der Funktion. 

158. Man sagt, eine analytiscbe Funktion yerbalte sicb regu- 
lar oder sei regular in alien Punkten innerbalb ibres Existenz- 
bereicbes oder in alien Punkten, denen Elemente der Funktion ent- 
sprecben. Die Punkte, in welcben die Funktion nicbt regular ist, 
werden singulare Punkte derselben genannt. 

1) Was man gewolinbcb eine nicbteindeutige oder aucb eine mebr- 
4entige Funktion nennt, ist nach unserer Anffassung beine Funktion, sondem 
der Inbegriff von mebreren, bezw. unendbcb vielen Punktionen. 
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Singnlare Pimkte einer analytischen Funktion sincl insbesoiidere 
die singularen Punkte aller ihrer Eleiiieiite (Art. 155) ^ da ja diese 
Pankte (Art 156} iiinerlialb keines der Konyergenzkreise der yer- 
schieclenen Elemente liegen. Sie befinden sicli otfenbar auf der Um- 
grenzung des Existenzbereicbes der Funktion. 

Die Gesamtheit der singularen Punkte einer analyti- 
schen Funktion bildet eine abgescblossene Menge. — Ware 
namlLch ein Grenzpunkt p dieser Menge nicbt singular, so wilrde das 
entsprecbende Element einen bestimmten Konyergenzkreis babeu^ 
dessen silmtlicben inneren Punkten transformierte Elemente ent- 
sprechen wilrden, was unmoglich ist. 

159 . Die Grenzpunkte der Menge der Punkte, in denen 
eine analytiscke Funktion denselben Wert annimnit, sind 
singnlare Punkte. 

Es sei I die betracbtete Menge, c einer ibrer Grenzpunkte. Ware 
c nicbt ein singmlarer Pimkt, geborte er also dem Existenzbereicbe C 
der Funktion f{x) an, so lieBe sicb (Art 121) eine Emgebung des 
Punktes c angeben, innerbalb welcber das dem Punkte c entsprecbende 
Element, also aucb die Funktion selbst, an keiner Stelle, bocbstens 
den Punkt c selbst ausgescblossen, den betracbteten Wert annebmen 
wilrde, was unmoglicb ist 

Beacbtet man, da6 die Punkte yon 1 samtlicb dem Bereicbe C 
angeboren, so ersiebt man, da6 kein Grenzpunkt yon I mit einem 
Punkte yon I zusammenf alien kann. M. a. W.: 

Die Punkte des Existenzbereicbs einer analytischen 
Funktion, in denen sie denselben Wert anninimt, bilden 
eine isolierte Menge^). 

Ist C' ein innerbalb C liegender Bereicb, so bat I auf C' keinen 
Grenzpunkt, folglicb (Art. 5) ist die Anzabl der in C' liegenden 
Punkte yon I endlicb. .D. b.: 

In jedem innerbalb des Existenzbereicbes einer analyti- 
scben Funktion liegenden Bereicbe nimint die Funktion 
denselben Wert nur eine endlicbe Anzabl yon Malen an. 

160 . Aus dem in der Anmerkung zu Art. 121 erwiesenen Satze 
folgt: 

Ist eine analytiscbe Funktion in einem innerbalb ibres 
Existenzbei^eiches liegenden Bereicbe entweder bestandio- 

1) Insbesondeie kann eine Funktion nickt in alien Punkten einer Linie 
ein nnd denselben Wert annehmen. 
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reell oder bestandig rein imaginary so ist sie notwendig 
eiue Konstante. 

Daraiis ergibt sicb. als CoroUar: 

Ist der reelle Bestandteil einer analytiscben Funktion 
(als reelle Funktion des reellen nnd des imaginaren Bestandteiles der 
komplexen Variablen) gegeben^ so ist bis aiif eine additive 
Konstante aucb ibr iinaginarer Bestandteil gegeben^ iind 
nmgekebrt. 

Sind namlieb f{x)j fi(x) zwei analytische Funktionen init dem- 
selben reellen Bestandteile lj(u,v) (wo x= u iv)^ ist also: 

f (X) == + iV (u,v), 

= LXu,v) + iVXh^), 

SO folgt daraus: 

f(^) — /iW («, y) - Vi (u, vj]- 

Da nun die Differenz f\x) die (s. nnten Art. 163) eiue 

analytische Funktion ist, bestandig rein imaginar ist, so niuB sie sicb 
au£ eine Konstante reduzieren. Dainit ist die Bebauptung bewiesen. 

161 . Ist c ein Punkt innerbalb des Existenzbereicbes 
einer analytiscben Funktion, so bat ibr dem Punkte c ent- 
sprecbendes Element zum Konvergenzkreise den groBten 
Kreis mit dem Mittelpunkt c, der im Existenzbereicbe der 
Funktion entbalten ist. 

In der Tat bat die Peripherie dieses Kreises, weil sie mindestens 
einen singularen Punkt entbalten mufi (Art. 155), notwendigerweise 
irgend einen Punkt mit der Grrenze gemein. 

Daraus folgt: 

Die untere Grenze der Konvergenzradien der Elemente 
einer analytiscben Funktion, die den Punkten eines innerhalb 
des Existenzbereicbes der Funktion liegenden Bereicbes 
entsprecben, ist von Null verscbieden. 

163, Sind mebrere analytische Funktionen: 

■ ■ ■, fXoo) 

gegeben, deren Existenzbereicbe ein znsammenbangendes 
Gebiet C gemeinsam haben mogen, und bestebt zwiscben 
ibren demselben Punkte c des letzteren entsprecbenden 
Elementen 5Pi(a; — c), ~" ^); * * * ; ~ ganze ratio- 

nale Beziebung: 

Fi^^ipc — c), ^ 2 (;r — c), • ‘ •, — c)) = 0, 
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SO besteht dieselbe Bezieliung zwiscben den Elementen, die 
irgend einem andren Punkte des Bereicbes C entsprechen 
(Satz von der Permanenz der analytischen Bezielmngen). 

Es sei p der Radius des groBten, in dem Bereicbe C entbaltenen 
Kreises mit dem Mittelpunkt c, d ein beliebiger Punkt innerbalb des 
Kreises p; p^ der Radius des groBten^ im Bereicbe C entbaltenen 
Kreises mit dem Mittelpunkt cL Dana ist fiir alle den Kreisen p^ p^ 
gemeinsamen Punkte x (Art 150): 

-c\d~c) = - c) (h = 1, 2, ■ • r), 

und daber: 

(x — c\cl — c\ — G\d ~ c), • • •, — c\d — c)) ^ Q. 

Derselbe Beweis gilt fur alle Punkte des Bereicbes G, da man 
ja Yon c aus zu irgend einem dieser Punkte mittelst einer endlicben 
Polge YOU Transformationen gelangen kann. Folglicb darf man fiir 
alle Punkte von C scbreiben: 

Fifiix), f^{x)) = 0 . 

163. Es seien zwei analytiscbe Funktionen fi(x),f^{x) gegeben^ 
deren Exist enzbereicbe einen zusammenbangenden Teil G gemeinsam 
baben mogen. Der Einfacbbeit der Scbreibweise balber setzen wir 
YorauS; dieser entbalte den Anfangspunkt. Sind nun die 

dem Anfangspunkte entsprecbenden Elemente der beiden Funktionen, 
so wird die Potenzreibe: 

eine analytiscbe Funktion f(x) erzeugen, deren Existenzbereicb sicher 
den Bereicb G entbalt (Art. 118). Das irgend einem Punkte Ton G 
entsprecbende Element dieser Funktion ist (Art. 162) die Summe der 
demselben Punkte entsprecbenden Elemente Ton /^(x), man 

kann also scbreiben: 

= f{x) 

und die Funktion f(x) als Summe der beiden analytiscben Funk- 
tionen fi{x), f^{x) bezeicbnen. 

Es wd also diejenige Funktion als Summe zweier (oder meb- 
rerer) analytiscben F unktionen definiert, bei der ein Element die 
Summe Ton zwei (oder mebreren) auf dieselbe Stelle beziiglicben 
Elementen der Summanden ist. 

Eine ganz analoge Definition laBt sicb fiir das Produkt zweier 
oder mebrerer analytiscben Funktionen aufstellen. 
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164. Es sei nun eiue analjtische Funktion fix) gegeben, die in 
dem Anfangspunkte^ der, wie man unbeschadet der Allgenieinheit 
Yoraussetzen darf, ihrem Existenzbereiche angehoreii moge^ einen von 
JSTull yerschiedenen Wert babe. 1st: 


CC 

^(^■) = 

/i = 0 


das dem Anfangspunkte entsprechende Element ^ so mufi also cIq =4= 0 
sein. Man darf demnach fiir alle Punkte ini Innern des Konvergenz- 
kreises p von ^ix) schreiben: 


11 1 



wo: 

CC 

S ^ a^x + a^x^ == 

/i = i 

Nun ist bekanntlich fiir 'Ji'\ < 1: 


also wird: 

( 1 ) 


1 -j- Ic 


= 1 _ 7, + 7,2 . 




j. 

fix) 




11 



fiir alle Punkte x, fiir welcbe: 


1 61 ! = 1 f(xj — f(0) I < I I . 

Nacli einer bereits gemachten Bemerkung (Art. 120) gibt es stets 
eine Umgebung des Anfangspunktes, die wir als kreisformig mit einem 
Radius q' <C Q yoraussetzen diirfen; in der diese Bedingung yerwirk- 
licht ist; innerhalb des Kreises p' wird also die Gleicbung (1) gelten. 
Nimmt man nun eine Kreislinie yom Radius p < p' und nennt man 
M das Maximum des absoluten Wertes yon 6 langs derselben^ so hat 
man fiir jeden Punkt der Peripherie yon p und jedes beliebige n: 






u + l 


°° / 3^ \/i 

da aber die Reihe ^(y— r) konyergiert^ so ist die auf der recliten 


/i = 0 


Yivanti, Theorie der eiiideutigen analytischen runktionen 


8 
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Seite Ton (1) steKende Reilie fiir die Kreisflaclie q gleichmaBig kon- 
Tergent. Man kann also den Weierstrafisclien Hilfssatz (Art. 132) in 
Anwendnng bringen nncl diese Reihe in eine Potenzreihe von x nm- 
formen; dadurch erkalt man innerbalb des Kreises q': 

M ^ i + ■■■) = 

Die Reiben durch die Beziebung: 

verkniipft; man bat also (Art. 162), wenn man die durcb be- 

stimmte analytische Funktion mit fi(x) bezeiclmet: 

f{x)f^{x) = 1, 

Oder: 



Die Fnnktion fi{x) beiBt die zn f{x) reziproke Funktion; ibr 
Existenzbereicb ist im allgemeinen von dem der Funktion f{x) ver- 
scbieden. 

Als Quotienten zweier analytiscben Funktionen definiert mart 
demnacb das Produkt der ersten mit der reziproken der zweiten. 

165 . Es bezeicbne ^(^c) eine Potenzreibe, welcbe die analytische 
Funktion f{x) erzeuge. Die Reibe 5P'(x) bat denselben Konvergenz- 
radius wie ^{x) (Art. 134); ist c ein Punkt innerbalb ibres gemein- 
samen Konvergenzkreises, so ist die aus 5P'(ii;) in bezug auf diesen 
Punkt transformierte Reibe die Ableitung der aus ?|S(:z;) in bezug auf 
denselben Punkt transformierten Reibe (Art. 153). Setzt man das 
ScbluBverfabren in derselben Weise fort, so erkennt man, daB ^'(x) 
eine analytische Funktion (p(x) erzeugt, die folgende Eigenscbaften 
besitzt: 

a) Sie bat denselben Existenzbereicb wie f(x)] 

b) Dasjenige ibrer Elemente, welches irgend einem Punkte dieses 
Bereicbes entspricbt, ist die Ableitung’(des Elementes der Funktion f{x\ 
das demselben Punkte entspricbt. 

Wir werden (p(x) die Ableitung vonj/fic) nennen und mit f'(x) 
bezeicbnen. 

Die Eigenscbaft a) kann aucb durcb den Satz ausgedrtickt werden: 

Eine Funktion bat dieselben singularen Punkte wie 
ibre Ableitung. 
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166 . Erzeugen die Reilien ^ 2 («) und: 

W) = + %i^) 

beziehentlich die analytisclieiL Funktionen f^ix), /vx), fix), wobei 
(A.rt. 163J: 

fix) = /;(a;) + f^ix) 

ist, so hat man (Art. 137) in den den Existenzbereichen von fix), 
fiix), f^ix) gemeinschaftlichen Punkten: 

( 1 ) 

nun erzeugen 5P2'(a;), iP'(a;) (Art. 165) die analytischen Funk- 

tionen fi'ix), ffix), fix}', also folgt aus (1) (Art. 163): 

fi^) = fiif) H- /a'(^)- 


167 . Durch ein ganz analoges Verfahren beweist man, da6, wenn: 
fix) = fix) fix) ••• fix) 
ist, man erhalt (vgl. Art. 139): 

fix:)=^f'ix)fix)fix) ■ ■ ■ fix) 

+ "■fni^)-\ 

+ fix) fix) ■■■ f_iix)fix) 


n 


m'2 

r = l 


/;;(«) 

t’rf) • 


168 . Ist (Art. 164): 


fi^) = 


fif) 


SO ist diese Beziekung gleickbedeutend mit der andern: 

fi^)=fi^)fM- 

Darans folgt (Art. 167): 

ff (*) = f («) f (^) + fix) f ix), 

woraus sick ergibt: 


fi^) 


f(x)f'(x)—f,{x)f:(x) 

ff{x) 


8 
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169. Es seien, wie in Art 141, £l(V) zwei Potenzreihen 

Ton X, bezw. nncl alle dort gestellten Bedingungen nnd Bezeieli- 
nungen niogen festgelialten werden; dann kann SII(^(a)) auf die Form 
einer Potenzreike Ton x: 

= 91 (x) 

gebracht werden. 

1st c ein Pnnkt innerbalb des mit dem Radius q urn deu An- 
fangspunkt bescbriebenen Kreises, und bildet man die transfonnierte 
Reibe so ist in jedem Punkte des iiin c bescbriebenen^ den 

Kreis q you innen beriibrenden Kreises q ' (Art. 150): 


und folglich: 


I 'piAA) I < 


Wir diirfen also (Art. 132) die Reibe: 


00 

n = l 


in eine Potenzreibe von x c umwandeln, die wir mit (3 (a' — c) be- 
zeicbnen wollen, so daB: 

CO 

n = l 


Andrerseits bat man innerbalb des Kreises q': 

00 

/e = l 

Oder, da = ^(x) ist: 

oc 

5R(a;|c) 

n = l 

folglicb: 

3ira;|c) = ©(a; — c). 

Da diese Beziebung in alien Punkten einer gewissen XJmgebung q' 
des Punktes c gelten muB, so muB sie identiscb erfiillt sein (Art. 121). 
Man bat also identiscb: 

00 

« = 1 
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Wenn demnacli beziekentlLcli die analytisclien Funk- 

tionea f(x)^ g)(/) erzeugen, so wird cp(f\xj) eiue dureb. das Element 
91 (:r) bestimmte analytiscFe Funktion von x sein: 


(p{f{x)) = F{x)'^ 


es folgt ferner aus Art. 141: 


F'ix) = cp' if • f{x). 


1st im besondern: 
so wird (Art. 143): 


F{x) = 

F^{:c) _ e^H-)f{pcy 


Singnlare Punkte. Satz won Laurent. 

170 . Eine analytische Funktion^j kann nicht in der 
ganzen Ebene (mit EinscbluB des imendlicb fernen Punktes) 
regular sein. 

Die analytische Funktion f{x) babe keinen singularen Punkt in 
endlicher Entfernung, so daB ihr dem Anfangspunkt entsprecbendes 
Element einen unendlicli groBen Konvergenzradius besitzt 

(Art. 155). Setzen wir auBerdem Yoraus, daB der unendlich feme 
Punkt fiir die Funktion f{x) kein singularer Punkt sei, so kann diese 

Funktion (Art. 122 J durch eine Reihe dargestellt werden, die — 

aus demselben Grunde wie die erste — in der ganzen Ebene konvergent 
ist. Wir denken uns uni den Anfangspunkt einen beliebigen Kreis 
bescbrieben und mit C, C\ den innerhalb bezw. auBerbalb desselben 
liegenden Teil der Ebene bezeicbnet. Da in C eindeutig und 

stetig ist^ so ist es aucb (Art. 99) A^(5:;)!; die letztere Funktion bat 
daber (Art. 101) in C ein endlicbes Maximum^ das mit 21 bezeicbnet 

werde. Entsprecbend bat ! j in ein endbcbes Maximum 21^. 

Wenn 21 eine GroBe bedeutet^ die weder kleiner ist als 21 nocb als 
21^^ so ist also in der ganzen Ebene: 

\ax)'^<M, 


1) Man darf nicht vergessen, daB wir hier nur von eindentigen ana- 
lytiscben Funktionen sprechen. Bekanntlich gibt es anderweitige Fnnktionen, 
die keinen singularen Punkt haben; dergleichen sind die Abelschen Integrale 
erster Gattung. 
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und daher liat man aiif jeder beliebigen^ urn den Anfangspunkt be- 
scbriebenen Kreislinie: 

Darans folgt fiir jeden beliebigen Wert yon q und yon Ji (Art. 128^ (3)J: 

Q 

und soniit: 

= 0 fill* h > 0, 

so da6 sich die Funktion auf die Konstante reduziert. 

FoMicb besitzt eine Funktion, die sicb nicbt auf eine Konstante 
reduziert^ notwendig singulare Punkte. 

171. Es seien f(x)j fiix) zwei reziproke analytiscbe Funktionen 
(Ai't. 164); so dab: 

Da die Existenzbereicbe der beiden Funktionen nicbt notwendig 
identiscb sind, so kann es yorkommen, dab ein fiir die Funktion f{x) 
singularer Punkt p es nicbt aucb fiir die Funktion /i(^) ist. 

Die singularen Punkte einer Funktion, welcbe nicbt zugleicb fiir 
ibre reziproke singular sind, beiben Pole oder Unendlicbkeits- 
punkte oder auberwesentlicb singulare Punkte; die iibrigen 
beiben wesentlicb singulare Punkte. 

Ist p ein Pol der Funktion fix), so hat man, weil in ihm f{x) 
regular ist, in einer gewissen Umgebung yon p: 

f^{x) == Co + ^i(^’ — i>) + + • • • = "^^x —p). 

Ist Co4=0; SO labt sicb (Art. 164) eine in einer gewissen Dm- 
gebung yon p konyergente Potenzreibe 5^ (a? — p) yon der Art finden, 
dab in dieser ganzen Umgebung: 

ist; die durcb die Reibe: 

erzeugte analytiscbe Funktion ist nicbts andres als die Funktion f(x), 
die demnacb — gegen die Voraussetzung — in regular sein wiirde. 
Folglicb mub Cq = 0 sein. 

Setzen wir allgemein: 


*^0 ~ ~ 
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so haben wir: 


?i(^ -2?) = (* + c„+i(> -p) + f,„+2(a; -pf H J = 

= (x— CljL (x — 2^) y 

wo Di (ic — p) eine Potenzreibe von x — p ist^ deren konstantes Glied 
nicbt Null ist. Man kann mittels des ebeii auseinandergesetzten Yer- 
fabrens eine Potenzreibe Q{x~p) von der Art finden^ daB in einer 
gewissen Umgebung von p: 

^{x — 2^) * ~p) == 1 

ist. Die durcb €i^(x — p)) bestimmte analytiscbe Funktion (pi(x) ist: 

= = ^ 

(x — pf^ {x — pf‘‘ f(x) 

folglicb ist die durcb ^{x — p') bestimmte analytiscbe Funktion (f(x)i 

Man gelangt daber zu dem Scblusse: Ist^ einPol der Funk- 
tion f{x), so gibt es stets eine ganze und positive Zabl m 
von der Art, daB {x—p)'^f{x) im Punkte p regular ist. 

Offenbar ist, wenn m > m, aucb {x — p)y*^Y(p) Punkte p 
regular. Ist m die kleinste ganze positive Zabl, ftir welcbe (x —p)^f(x) 
im Punkte p regular ist, so beiBt p ein Pol w-ter Ordnung 
Oder ein 7W-facber Pol der Funktion f(x)] (x — p)^f{x) ist im 
Punkte p von Null verscbieden. 

Setzt man: 


£l(x —p) = cIq -h c\{x —p)) + — P)“ d ? 

wo cIq 4= 0, so bat man in einer gewissen Umgebung des Punktes p): 


m 


d. 


+ 


d, 


[X — p) (x — p) 


_1_ 


I — 1 « 7 I 7 

+ ;; — 


ni-f 1 


(a) - 2 ?) 


D. b.: Eine analytiscbe Funktion ist in der Umgebung 
eines ibrer Pole j) durcb eine nacb positiven und negativen 
Potenzen von x — p fortscbreitende Potenzreibe darstellbar, 
die nur eine endlicbe Anzabl von negativen Potenzen ent- 
halt. 

Die Summe der negative Potenzen entbaltenden Glieder wollen 
wir den zum Pole geborenden Hauptteil nennen. 
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Zielit man von einer analytisclien Fiinktion ihren HanptteiP) ab^ 
so erhalt man eine iin Pimkte p regulare Fnnktion^ die keine nene 
Singularitat besitzt. 


172. Hat die Funktion fix) im Pnnkte p einen Pol ?/i-ter Ord- 
nung^ so ist ibre reziproke Funktion f^ix) in p regular^ und die 
Potenzreihe^ durcb. die sie in der Unigebung von p clargestellt wird^ 
entbelirt der m ersten Glieder, ist also das Pi-odukt yon (x — pY’' in 
eine Potenzreihe Yon x — Py deren konstantes Glied uiclit Null ist. 
Man sagt in diesem Falle, die Funktion f^{x) babe im Punkte p 
eine Nullstelle m-ter Ordnung oder eine n^-facbe Nullstelle. 
— Hat umgekebrt die Funktion f(x) eine Nullstelle y//-ter Ordnung^ 
so bat die Funktion f(x) in demselben Punkte einen Pol derselben 
Ordnung. 

173. Hat f(x) in p eine m-facbe Nullstelle^ so bat Hire 
Ableitung in demselben Punkte eine — l)-facbe Null- 
stelle. 

Nacb Voraussetzung bat man: 

fix) = {jo- 

wo fi{x) in p reguilar und yon Null yerscbieden ist. Es ergibt sicb 
daraus (Art. 167): 

fix) = m{x — py‘'-'^f{x) + {x —pYi'^ix) =■- 

= [x — py‘'~'^[}nf{x) + (:r — p)ff{x)\. 

Der Ausdruck innerbalb der eckigen Klammern ist im Punkte p 
regular und yon Null yerscbieden^ folglicb bat fix) in p eine 
fn — l)-facbe Nullstelle. 

171. Hat fix) in einen w-facben Pol, so bat ibre Ab- 
leitung in demselben Punkte einen ('>;«. -\- l)-facben Pol. 

Nacb Voraussetzung bat man: 

f\x){x-i))"‘ = tl{x), 


1) Wir bemerken, dab der Hauptteil, da er eine ganze rationale Funktion, 

und folglicb ein besonderer Fall einer Potenzreibe, von — - — ist, eine analytiscbe 

Funktion ist, die mit Ausnahme des Punktes p in der ganzen Ebene esistiert und 
durcb das einzige von dem Polynom selbst gebildcte Element dargestellt wird 
(vgl. Art. 187). 
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WO f-^(x) in regular und you Null verschieclen ist Daraus ero-ibt 
sich (Art. 167): 

f{x) {x - i))'« + >«/■(«) (x - 1 = x), 

Oder aucn: 

(Ij f'(x){x~py''==f['{x)-mfXx)(x-2iy--\ 

undj wenn man mit (x ~ p) multipliziert: 

(2 ) f(x) (x — 1 = /;'(^) (j; _ 2^) — 'mf(x) (x ~ p f. 

Nun ist die rechte Seite you (1) in niclit regular^ wahrend es die 
recMe Seite you (2) ist; also hat f {x) in p einen {m + Ij-fachen Pol. 

1^0. Die angegebenen Satze andern sich etwas^ wenn der Punkt|> 
im Unendlichen liegt (Ygl. Art. 122). 

Hat f{^ im Unendlichen einen Pol^ so gibt es eine posi- 
tive; ganze Zahl m (die Ordnungszahl des Poles) Yon der Art, 

dein unendlich fernen Punkte regular und Yon 

Null Yerschieden ist. In der Umgebung dieses Punktes gilt 
folgende Entwicklung (wo d(;j=4=0): 

fix) = c\x!'^ + H h d„^_^x + ^ . 

Hat fix) im Hnendliclien eiae B;-fache Hullstelle, so hat 
ihre Ableitung im Unendlichen eine (/« + l)-fache Nullstelle. 

Da f{x')x'’‘ im Unendlichen nach Voraussetzung regular und Ton 
Hull yerschieden ist, so laBt sich auf diesen Fall der Beweis des 
Art. 174 anwenden, -wenn man darin p = 0 setzt. 

Hat f{x) im Unendlichen einen Bi-fachen Pol^ so hat ihre 
Ableitung im Unendlichen einen («i — l)-fachen Pol. — Da 

im Unendlichen nach Voraussetzung regular und you Null Yer- 
schieden ist; so lafit sich auf diesen Pall der Beweis des Art. 173 
anwendeu; wenn man darin = 0 setzt. 

176. Ist p ein Pol einer analytischen Fnnktion f(x)^ so 
laBt sich eine Umgebung des Punktes p angeben; in deren 
samtlichen Punkten; p selbst ausgenommen; f{x) regular ist. 

Die reziproke Funktion ist regular und Yerschwindet im 

Punkte jp; daher laBt sich (Art. 159) eine Umgebung you p angebeU; 
in der sie regular ist und niemals auBer in p selbst Null wird. 
In alien Punkten dieser Umgebung; ausgenommen p^ ist dann f(x) 
regular. 
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Der Satz laBt sich auch so ausspreclien: Ein Pol einer Eunk- 
tion kann nickt Grrenzpunkt der Menge ikrer singularen 
Punkte sein. — Man kann also, wenn man sick erinnert^ daB diese 
Menge abgescklossen ist (Art. lo8)^ folgern: Jeder Grenzpunkt 
einer Menge singnlarer Punkte ist ein wesentlick singu- 
larer Punkt. 


177, Ist p ein Pol einer analytiscken Funktion f{x), so 
laBt sick nack Annakme eines beliekig groBen A eine TJm- 
gebung von finden, in deren samtlicken Punkten \f{x)\';> A 
ist. — Eben aus diesem Grunde werden die Pole auck Unendlick- 
keitspunkte der analytiscken Funktion genannt. 

Es ist fiir eine bestimmte Umgebung des Punktes (Art. 171): 

(p (x) = (x ~~ p f f\x) = cIq + (x — j)) + d^ {x~py . 

Da g){x) eine stetige Funktion ist, so laBt sick eine Umgebung 
des Punktes jh kreisformig um p mit dem Radius q' an- 

nekmen koiinen, angeben, in deren samtlicken Punkten gilt: 


Oder: 




<P («) — i < 


2 ^ 


'Y' o w . < 


3 d. 


daB: 


Andrerseits kann man eine positive GroBe p" von der Art vraklen, 


^ ^ i ^0 ' 

^ 2A 


ist. Bezeicknet man daker mit p eine positive GroBe, die kleiner ist 
als p' und p'', so kat man innerkalb des Kreises um p mit dem 
Radius p: 

folglich : 

; f(x) ■ = > -^ > > A, 

was zu beweisen war. 


178, Es moge nun der folgende Hilfssatz aufgestellt werden^): 
Ist f{x) eine in einem Bereicke C regulare analytiscke 
Funktion, so laBt sick nack Annakme einer willktirlicken 
GroBe 0 eine GroBe li der Art finden, daB, wenn a, &, c drei 


1 ) S. Pringskeim 407, 412. 
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beliebige Punkte eines innerlialb C gelegenen Bereicbes I) 
sind, welcbe den Bedingungen: 

I 6 — a [ < \c ■— a\<,li 

geniigen^ dann die Beziebung: 

ph)--JXai _ f(c ) - f{a) ^ 
h — a c — a , 

gilt. 

Die Konvergenzradien der Elemente der Funktion^ Tvelcbe den 
Punkten des Bereicbes I) entsprechen^ besitzen (Art. 161) eine von IsTull 
verscbiedene untere Grenze^ die vrir mit h bezeicbnen wollen. ISTimmt 
man also eine GroBe k' < k an, so ^ird fur jeden beliebigen Pnnkt x 
des Bereicbes D die Funktion f(x + 7/), und folglicb (Art. 165) aucb 
die Funktion f"{x + 7/), regular seinj der absolute Betrag von f''(x -f 7/) 
wird demnacb (Art. 101) in dem Bereicbe D ein endlicbes Maximum 
besitzen, das wir mit M bezeicbnen vrollen. Wir wablen nun eine 

GroBe li kleiner als 7/ und kleiner als 
ii<k'<k, 

1st a ein Punkt des Bereicbes D, h ein zweiter Punkt desselben 
Bereicbes, der von a um weniger als h entfernt ist, so bat man die 
konvergente Entwicklung: 

f(b ) = /■(» + ^r(«) + + • • • 

= d-^ (h — (x) -j- d^ (p — ci)“ -}"••* 

00 

r = 0 

daraus folgt: 

00 

r{h)=^^r(r-l)dXh-ay-^^ 

r = 2 

oo 

r-O 

Wen den wir auf diese Reibe die Ungleicbung (3) Art. 128 an, 
so ergibt sicb: 
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mithin; 


3/ 


J , 0 Q> — - i < z — 7 -~ -~ 'h — a 

r + .\ J 2j,r+l) 


< 


<7 


1 


3I]i h~a\: 


(r 4- 2; (r + 1) 

daraus folgt clurcli Summierung von r = 0 bis r = oo : 

00 oc 

2 : „ (i - -r ' : < 1 j - . 1 2 , 

r =0 /=0 ' ‘ ^ ^ 

Oder, da die Reihe auf der rechten Seite bekanntlicli den Wert 1 bat^): 

CO 

2 1 (&-«)'•+-■ < 3IJi b-a\ 


nnd um so mehr: 


Nun ist: 


2 dr+i (6 -«)’•+-:< 3Ih b-a\. 


^ CO 

2 - «)'■+= =-2 - «r = m - f(^) -(p- a)na)] 


folglici ergibt sieli aus der obigen Beziebung: 

Auf dieselbe Weise erbalt man fur c — a- j < 7i: 


Folglicb ist: 


c — a ' ^ I 2 

'm~m m-f{a)\ 

l — a e— a I ^ 


179. Ist eine analytische Funktion f(os) in einem Kreis- 
riiLge regular, so ist ilir Mittelwert auf einer beliebigen, 
mit dem Ringe konzentriscben und in ihm enthaltenen 
Kreislinie unabhangig von der Wahl dieser letzteren. 


1) S. z. B Cesaro-Kowale-wski, a. a. 0., S. 146 — 146, 
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Es seien und ^3 < die Radien der beiden Kreise^ die den 
Ring begrenzen, dessen Mittelpunkt wir der Einfadilieit wegen im 
Anfangspnnkte annebmen wollen; "wir wahlen zwischen nnd pg 
zwei beliebige Radien p nnd p > p. bfacb Annabme einer beliebig 
kleinen GroBe <? nnd nacbdem h derart bestimmt ist^ daB der 
zwiscken den Kreisen p^ p entbaltene Ring dem yorbergebenden Hilfs- 
satze geniigt^ Avablen wir eine positive ganze Zabl 7n so, daB: 


nnd eine zweite n der Art, daB: 

1 — i < i'' 


ist, wo: 


gesetzt ist. 

Setzen wir p -f (5 = p' nnd anBerdem: 




so ist fiir jede beliebige Zabl r: 

& — « ; = I I = p' — p = d < li, 

I c - aj = — «:«>l 

= 0 ' 1 — «« I < «>i i 1 — t < /», 
tmd folglicb (Art. 178); 


/«?') — f«,o) _ — /’«?) 

<(?'— e) K'^^ — Oe 




Oder, •wenn wir mit 0) =d multiplizieren: 

' /■(<,0') - /■(«:0) - - (Kq)} j < 


Snmmieren wir von r==0 bis r = 2^“- 1, ersetzen wir die Snmme 
der absolnten Betrage dnrcb den absolnten Betrag der Snmme nnd 
beacbten wir, daB: 

2^-1 ^ 

2 V) - f«0)) = 0 

r = 0 j» 


ist, so baben wir: 
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also: 

woraus folgt: 
Setzt man: 


2 -1 


\ r~0 

mj{Q') - y}ij-(Q, < 6d, 
Mf{Q)-mfXQ) ^Gd. 


()'+(? = q", g" + (3’ = g", • • 9 <"' -' + 6 = 

woraus: 

folgt, so kat man analog: 

I ~ 9)i/‘(p') ^ ad, 


\W(q) 

dnrch Summierung iind Ersatz der Snmme der absoluten Betrage 
dnrch den absoluten Betrag der Summe ergibt sich darans: 

! ~~ i ^»iad =- a{Q — q) < 

Nun ist aber a eine beliebig kleine GroBe, folglich ist: 

180. Eine analjtisclie Funktion, die sich an alien 
Stellen eines Kreisringes mit deni Mittelpunkt p regular 
Terhalt, ist fur alle Punkte der Ringflacbe mittels einer 
nacb positiyen und negatiyen ganzen Potenzen yon x — p 
fortschreitenden Potenzreihe darstellbar (Satz yon Lanrent)^). 

Es seien f(x) die gegebene Funktion, und die Radien 

der Ereise, die den betrachteten Kreisring C begrenzen, dessen Mittel- 
punkt wir Yorlaufig im Anfangspunkte annehmen wollen. Bezeicbnen. 
wir mit Xq einen innerhalb des Ringes gelegenen Punkt, so ist die 
Funktion: 

X Xq 

in dem ganzen Ringe regular. In der Tat sind: 

1) C. R. Ac. sc. Paris 17 (1843) 938. 
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17(^) - 

analytisclie Funktionen^ deren Existenzbereiclie beziehentlicli die ganze 
Ebene mit AusscblnJB des unendlicli femen Punktes^ der Bereich C 
(oder ein ihn entbaltender Bereicb) imd die ganze Ebene nait Ans- 
scilnfi des Punktes sind; folglich. ist (Art. 163) (p{x) eine analytische 
Fnnktion^ die in dem ganzen Bereicbe C mit AusschluB kocbstens 
des Punktes Xq regular ist. Es laBt sicb indessen beweisen^ daB sie 
auch in Xq regular ist. Fiir ein % binreichend nahes x bat man 
(Art. 147): 

m -m + 

woraus folgt: 

f{x) - f(x^) = (x — x^)€l(x - Xa), 


WO £l(x — Xq) eine nacb ganzen positiyen Potenzen yon x — Xq fort- 
sebreitende Reibe bezeicbnet; femer ist: 


daraus folgt: 


^ = ^0 + (^ — 

(p(x) = -f (a; — a;o)]£l(a: — x^). 


Damit ist die Bebauptung erwiesen. 

Dies yorausgescbickt, ergibt sicb fiir po < Po'< Xq < (>/< pj 
(Art. 179): 

= 33793(920? 

Oder: 

gji gxT/feiO — f(^o)] ^ gp 92 IfiQp — fMl 

Qi ^0 Cs ^0 ^ 

oder aucb (Art. 125): 

3JJ £iY(£iO _ ) SJJJ _ 5JJi _ /-fe ) Sj)J . 

— •^O ' ^ Cl — ^0 C2 — ^0 ^ Ca — 

Es folgt bieraus^ wegen (1), (2), (4) des Art. 131: 


= -2^o-"so7[9;y(o/)]- 

h = o 


Nun ist die Funktion cd^f{x) fiir jeden ganzen positiyen oder 
negatiyen Wert yon h (einscblieBlicb Null) in dem Ringe G regular^ 
folgbcb bat man (Art. 179), wenn man mit q eine bebebige GroBe 
zwisbben und bezeicbnet: 

mQiW)'] = 
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somit ergiM sicli aus der obigen Grleichungj \vemi wir x statt 
schreiben: 

cc 

fix) = X^'Wt[Q~^‘fiQ)]. 

Oder aucbj wenn wir die konstanle GroBe 3K[o" '''/“( (>)] mit <7^ be- 
zeichnen: 

cc 

fix) = 

h = — X 

Hat der Kreisring anstatt des Anfangspunktes einen Punkt p 
zuin Mittelpunkt^ so nimmt die Entwicklung folgende Gestalt an: 

cc 

( 1 ) fico - Pf. 

/( = — GO 

Diese Formel kami aiicb folgendermafien gescbrieben werden: 

( 2 ) = + 

wo ^2 Potenzreihen von x—p>, bezw. sind und kein 

konstantes Glied entbalt. ^ 

181 . Angenommen, eine analytische Funktion /'(x‘) besitze einen 
isolierten singularen Punkt d. h. einen singularen Punkt von 
der Arty daB sicb nm p als Mittelpnnkt ein Kreis bescbreiben laBty 
in dessen samtlicben Punkten^ p selbst ausgenommeny f(x) regular ist. 
Dergleicben Punkte sind z. B. die Pole (Art. 176). — FTennen wir 
den Radius dieses Kreises und bescbreiben wir mit dem Radius pg? 
der nur kleiner als sein muBy sonst aber willktirlicb isty um p 
einen zweiten Kreisy so verhalt sicb fix) in dem so bestimmten Ringe 
regular und kann folglicb in alien Punkten dieses Gebietes mittels des 
Ausdrucks (2) des vorigen Artikels dargestellt werden. Je nacbdem p) 
ein Pol Oder ein wesentlicb singularer Punkt ist, bricbt 
Art- ITlj Oder ist eine unendlicbe Reibe. In jedem Falle bezeicbnet 

man singularen Punkte p) geborigen Haupt- 

teil; er bat die Eigenscbafty daB die Differenz zwiscben ibm und der 
betracbteten Funktion im Punkte p keine Singularitat mebr bat^). 

1) D’Arcais (7) hat den Latirentscben Satz folgendennaBen verallgemeinert: 
Wenn wir mit J die Menge der singnlaren Punkte von f(^x) bezeicb- 
nen, die (Art. 158) abgeschlossen ist, und wenn p ein Punkt von I 
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183. Hat eine Funktion fix) in eine wesentliclie Sin- 
gnlaritat^ so trifft dasselbe fur fix) zu^). 

Hacli Art. 165 ist jedenfalls ein singularer Punkt von f'(x). 

1st jp Grenzpunkt der Menge der wesentlich singularen Punkte 
Ton /T^), so ist er auck Grenzpunkt der Menge der singularen Punkte 
Ton fipc) und somit (Art. 176) ein wesentlich singularer Punkt 
Ton fix). 

Im entgegengesetzten Falle kat man in der TJmgebung Ton j> 
(Art. 181): 

fix) = {x —if) + % {ff) , 


■WO ^2 — ^ unendlicke Reike ist. Beacktet man^ daB die Ak- 

leitung Ton — (Art. 168) gleich — ^ ist, so erkMt man daraus 

unter Anwendung; des Satzes in Art. 169: 


da aber ^2 unendlicke Reike ist, so ist ein wesent- 

lick singularer Punkt von fix). 


183. Ist p ein wesentlick singularer Punkt^ der nickt Greuz- 
punkt der Menge der wesentlick singularen Punkte der Funktion 
ist, so kann er Grenzpunkt der Menge der Pole sein oder auck nickt. 

Im ersten Falle gibt es in jeder TJmgebung Ton ikm Pole und 
folglick auck (Art. 177) Punkte, in welcken die Funktion absolut 
groBer ist als eine keliebige GroBe A. 

Im zweiten Falle laBt sick (Art. 181) die Funktion fix) mittels 
der Formeln (1), (2) des Art. 180 darstellen. Ware nun die Funktion 
fix) in alien Punkten des Ek-eises (mit AussckluB des Punktes ji) 


ist, der I\ aber nicht 1" angehort, so lafit sick die Funktion in 
einer bestimmten kreisf ormigen Umgebung s von jp, den Punkt 
selbst ausgenommen, mittels einer Reike von positiven und nega- 
tiven Potenzen von x — p darstellen, deren Koeffizienten sick aber 
jedesmal andern, wenn die Umgrenzung von a, deren Radius als 
veranderlick vorausgesetzt wird, tiber einen Punkt von I kinaus- 
gekt- 

1) Der Satz ist fiir nickt eindeutige Funktionen nickt immer ricktig. So 
kat Ig X im Anfangspunkte einen wesentlick singularen Punkt, wakrend die x^b- 

leitung ~ in diesem Punkte einen Pol kat. 

Tivanti, Theorie der eindeutigea analytischen r’unktioneii.. 
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absolut kleiner als eine endliclie GroBe 21, so wiirde man dnrcli 
Anwendung der Forniel Art. 128 (3 j fiir jeden Wert von r Iiaben: 


< 


M 
Qi * 


Da aber ^2 beliebig klein ist^ so miiBte fiir jedes negative r Xull 
sein; f(x) wilrde sicli dann auf eine Eeihe positiver JPotenzen von 
x—iJ reduzieren nnd desbalb in p regular sein. Folgiicb muB es^ 
wie man anch die endlicbe GroBe A wable^ aneb in diesem Falle 
in jeder Umgebung von p Punkte geben, in denen | f{x') | > A ist. 

Nun besitzt^) aucb die Fimktion f(x) — 1, vro I eine beliebige 
Eonstante ist^ in p eine v'esentlicbe Singularitat; also laBt sicb das 
Vorstebende wegen der Definition der wesentlicb singularen Punkte 

(Art. 171) aucb von der Funktion , sagen: mitbin werden in 

jeder Fmgebung von p Punkte vorbanden sein, in denen diese Funk- 
tion ibrem absoluten Betrage nacb beliebig groB ist oder in denen 
f{x) sicb I beliebig iiabert. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: 

Ist p der singulare Punkt, und nimint man willkiirlicb drei 
GroBen q, a, I an, von denen die beiden ersten reell und positiv 
sind, die dritte vollig willkurlicb ist, so gibt es imierbalb des Kreises 
urn p mit dem Radius q sicber Punkte x, fiir welcbe die Beziebnng: 

I 

und Punkte x, fiir welcbe die Beziebnng: 


\n^)' 




bestebt. Kiirzer: 

In jeder Umgebung eiiies wesentlicb singularen Punktes, 
der nicbt Grenzpunkt der Menge der wesentlicb singularen 
Punkte ist, nabert sicb die Funktion unbescbrankt jedem 
beliebigen vorgegebenen Werte (Satz von Casorati)^). 


1) Ea folgt namlicli ans Art. 180 (2) : 

f(x) _ Z = z + 1 (.« ~p) + % ) , 

WO gesetzt iat: 

'Pi (^ — i?) = Pi (^ — p) ■— I 

2) Es ist nicbt gerecbt, diesen Satz, wie mancbe Autoren tun, als Weier- 
straBschen Satz zu bezeicbneu, da ibn Casorati zuerst bewiesen bat (Teorica 
delle funzioni di variabili complesse, Pavia 1868, § 88; Un teorema fondamen- 
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Es ist YOU Wiclitigkeit; den Untersehiecl hervorzuheben^ cler 
zwisclien dem Yerhalten einer Funktioii in der Umgebung eines Poles 
und in der Umgebung eines Yresentlicli singularen Punktes statthat. 
Nahert sicb. die Funktion eineni Pole, so hat sie als einzige Grenze oo; 
nahert sie sich einem wesentlieh singtilaren Punkte, so hat sie alle 
reellen und komplexen GroBen zu Grenzen oder ist vollstandig un- 
bestimmt. 

181. Der Satz des vorigen Artikels setzt zwei Bedingungen 
Toraus: die eine deutlich ausgesprochene, daB der betrachtete Piinkt 
nicht Grenzpunkt der Menge der wesentlieh singularen Punkte sei; 
die andere stills chweigende, daB die Funktion eindeutig sei. 

DaB das Fehlen der ersten Bedingung die Giiltigkeit des Satzes 
beeintrachtigt, hat Pringsheim an Beispielen gezeigt, die wir weiter 
unten kennen lernen werden; daB auch die zweite wesentlieh ist, geht 
aus folgendem Beispiel heiTor, das man Holder^) verdankt. 

Die nicht eindeutige Funktion fix) = Ig x hat im Punkte a; = 0 
eine wesentliche Singularitat. Setzt man x = so hat man: 

f{x)^\gx^\gr + icp. 

Niiumt man also, wie im vorigen Artikel, p und a willkiirlich 
an, so kann A nicht durchaus beliebig gewahlt werden, sondern 
unterliegt der Bedingung, daB sein reeller Teil algebraisch kleiner 
sei als Igp. 

185. Eine andre Gestalt, die man dem Satze des Art. 183 zu 
geben pflegt, ist folgende: Die Grenze, welcher die Funktion zu- 
strebt, wenn sich die Variable einem wesentlieh singularen 
Punkte nahert, hangt von der Richtung ab, in welcher sie 
sich nach diesem Punkte hin bewegt. 

So ausgesprochen, ist der Satz gleichwohl nicht genau, weil es 
ja Yorkommen kann, daB, wahrend die Bewegung nach einem singu- 
laren Punkte hin in ein und derselben Richtung, d. h. auf Kurven 
erfolgt, welche in diesem Punkte die Tangente gemein haben, die 
Grenzen, welchen die Funktion zustrebt, der verschiedenen Ekiimmung 
der Kurven in demselben Punkte entsprechend verschieden sind^). 


tale nella teorica delle discoutinmta delle funziom, Rend. Ist. Lomb. (2) 1 (1868) 
123 — 125). Vgl. Bertini, Commemorazione del Comm. Prof. Pelice Gasorati, 
Rend. Ist. Lomb. (2) 25 (1892) 1206 — 1236. 

1) Holder 207, wo er eiuen nenen Beweis fiir den Satz des Art. 183 gibt. 
— Sieke auch Painlev^ 355. 

2) Vivanti 500. 


9 
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Betrachten wir beispielsweise die Fiinktion f(x) = die im 
Anfangspnnkte emeu wesentlich singularen Punkt hat. Setzen wir 
X = u iv^ wo tt und v reell sind^ so finden wir^): 


i u 

f(x) = [cos 


u- + r- 


I SUL 


11"“ — [- V 




Findet die Bewegung nach dem Anfangspunkte hin langs der 
positiveii reellen Achse (ii >0, y == 0) statt, so strebt die Funktion 
der Grrenze co zu*, folgt sie umgekehrt der negatiyen reellen Achse 
(ii <0, V Qf)j so hat die Funktion die I^ull zur Grenze. 

Die Bewegung finde jetzt nach dem Anfangspunkte hin langs 
einer Geraden statt, deren Gleichung v = li it sei. Fiir einen Punkt 
dieser Geraden hat man: 

fix) = /•(«(! + il^) = [cos e sin ’ 


Wahrend u der Null zustrebt, strebt der absolute Betrag der 
Funktion der Grenze cx/ zu^ wenn die Gerade im 1. oder 4. Quadranten 
(z<>0)^ der Grenze 0 aber, wenn sie im 2. oder 3. (w < 0) liegt; 
ihr Argument wachst unbegrenzt in positivem oder negativem Sinne^ 
je nachdem die Gerade im 3. oder 4. Quadranten (r < 0) oder aber 
im 1. oder 2. (y > 0 ) liegt. 

Folgt die Bewegung endlich der positiven oder negatiren imagi- 
naren Achse, so wachst das Argument unbegrenzt in negativem oder 
positivem Sinne, wahrend der absolute Betrag bestandig gleich 1 bleibt. 

Wir nehmen jetzt eine ^^Bewegung nach dem Anfangspunkte hin 
langs eines Kreises an^ dessen Mittelpunkt auf der reellen Achse ’im 
Abstande a vom Anfangspunkte liegt^ und der folglich die imaginare 
Achse beriihrt. Die Gleichung dieses Kreises ist: 


if -j- — 2 (iu = 0 ^ 

und man hat fiir einen beliebigen seiner Punkte: 


X 

f{x) == e^^Fcos-^^ isin^^l, 

^ ^ ^ L Saw 2aiiJ ’ 


woraus man ersieht^ daB der absolute Betrag der Funktion langs 
dieses Kreises konstant und zwar gleich bleibt. 


1) Ba es sich bier nur um ein Beispiel bandelt, bedienen wir uns der 
bekannten Enlerscben Form el, obgleicb von ibr bisber nocb nicbt die Rede war. 
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Der konstante Wert dieses absoluten Betrages der Funktion ist 
anf den Yersckiedenen^ die imaginare Ackse im Anfangspunkte be- 
riibrenden EAeisen yerschieden imd nimmt alle yon 0 bis od moglichen 
Werte an^ wenn man alle derartigen^ ebenso recbts wie links yon 
jener Acbse liegenden Kreise in BetracM zieht. 


Die rationalen Funktionen, als analytiscke Fnnktionen betrachtet. 

Die aritb m etisolien Ausdriicke. 

186. Die anscbeinend ziemlicli kiinstlicbe Definition der analy- 
tischen Funktion legt den Wunscb nabe zazusebeU; ob und inwie- 
weit der neue Begriff der Funktion mit demjenigen tibereinstimmt^ 
der in der algebraiscben Analysis gang und gabe ist. 

Die eindeutigen Funktionen^ welcbe uns in der Algebra begegnen^ 
sind in der Hauptsache die rationalen Fnnktionen und die Snmmen 
unendlicb yieler rationale!* Funktionen. Anf diese also warden wir 
nun unsere Aufmerksamkeit richten mtissen, um zu seben, ob und 
unter welcben Bedingnngen sie als analytiscbe Funktionen betrachtet 
werden konnen. 


187, Eine ganze rationale Funktion: 

fix) = fflo + «ia; + -I ^ 


ist ein besonderer Fall einer Potenzreibe mit unendlicbem Konyergenz- 
radius und erzeugt daber eine analytiscbe Funktion, die yollstandig 
durch das erzeugende Element dargestellt wird. Eine solcbe Funktion 
bat in endlicber Entfernung keine Singular! tat, folglicb ist fur sie 
(Art. 170) — wenn sie sicb nicht auf eine Konstante reduziert — 
der unendlicb feme Punkt ein singularer Punkt. Da aber dann: 




-I- 


+ 


keine positiyen Potenzen yon x entbalt und folglicb im Unendlicben 
regular ist, so ist (Art. 175) dieser Punkt fiir die Funktion f{x) ein 
Pol >n-ter Ordnung. 

Also: Ein Polynom ^?^-ten Grades ist eine analytiscbe 
Funktion, die in der ganzen Ebene mit A-usnabme des un- 
endlicb fernen Punktes regular ist, der fiir sie einen Pol 
m-ter Ordnung bildet. 

188. Hieraus ergibt sicb ein sebr einfacber Beweis fiir den 
Fundamentals atz der Algebra (Satz von GanB). 
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Gegeben sei die algebraische Gleichimg: 

/( .?■ ) = C{q Cl ft 2 ‘ — 0. 

Da die analytisclie Funktion f(x) im Unendlicken einen Pol be- 
sitzt^ so ist ibre reziproke Funktion in diesem Punkte regular. 

Sie muB folglicli (Art. 170) inindesteiis einen singiilaren Punkt c in 
endlicher Entfernimg liaben^ dieser kann aber^ ^veil die Funktion fix) 
in ibm regular ist, nur ein Pol sein. Daraus folgt (Art. 172)^ daB 
f(x) in c Null -wird. 

Die Funktion f(x) bat mitbin sicber eine Nullstelle^ d. b. die 
algebraische Gleicbung ffx) = 0 besitzt sicber eine Wurzel. 

Daraus wird in bekannter Weise der Satz bergeleitet^ daB f(^x) 
in m lineare Faktoren zerfallt. 

189. Fine gebrocbene rationale Funktion ist der Quotient zweier 
Polynome : 

^ ^ + + 

^ ^ (4 .,.2 + . . _ j _ ’ 

den wir immer als auf die kleinste Benennung gebracht Toraus- 
setzen dilrfen^ und wobei 4= 0, 4= 0 ist. 

4Yir setzen (Art. 188): 

. (x — 

wo: 

+ /» 2 + ■ * ' + 5 

da die analytische Funktion iIj{x) in der ganzen Ebene regular isfc^ 
den unendlicb fernen Punkt ausgenommen, in dem sie einen Pol 
w-ter Ordnuug bat, und da ledigbeb die Punkte ^ • -y ibre 

Nullstellen sind^ deren Ordnung beziebentlicb Jc^. isi, so ver- 

bal! sicb ibre reziproke Funktion iiberall regular auBer in den 
Punkten . . .y welcbe fiir sie Pole von beziebentlicb /^j^-ter^ 

A-.-ter, . . Zv-ter Ordnung sind (Art. 172). Mit andern Worten, -Fv 
ist iiberall regular auBer in den Punkten Cr, aber — ist aucb 

in regular (Art. 171) und wird in diesem Punkte nicbt Nub. Da 
ferner (p(x) in jedem im Endlicben liegenden Punkte regular ist und 

in keinem der Punkte verscbwindet, so ist das Produkt cp(x)-^-~ 

• • 1 • . ' ^ np {x) 

m jedem im Endlichen gelegenen Punkte, die Punkte c,, ausgenommen, 

regular, das Produkt (p{x) aber ist in C;^ regular und wird 
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dort nicht ISTull; oder auch: f(pc) ist eine analytische Funktiori; die 
in jedem im Endlicken liegenden Punkte regular ist, die Punkte 
^ 2 ; • - ausgenommen, die fiir sie Pole von beziekentlick 7;^ -ter, 
/to -ter, . . A’,, -ter Orduuug sind. 

TJm zu imtersuclien, wie sick die Fimktion im Unendlicken ver- 
kalt, nelimen Tvir die Substitution x = — , vor: wir eikalten dann: 

X ’ 




«l , ft, , 
+ ^ + +• 


• + 


• + 




- -j~ ftj X 


Da •weder der Zahler nock der xSenner des letzteren Brucbes fiir 
X = 0 verscbwindet, so scklieBt man wie oben, daB der Quotient fiir 

x = 0 regular und yon Ifull versckieden ist. Daraus folgt, daB 

fiir n — m ^ 0 in dem Punkte x' = 0 regular ist und daselbst, wenn 
n > m, eine iSTullstelle (n — m)-tev Ordnung bat; fiir n — m <C0 bat 

in diesem Punkte einen Pol (jn — 5?) -ter Ordnung. 


d- 


Folglick 


ist f(x) in dem unendlich fernen Punkte regular, wenn m ^ n, und 
kat in ibm, falls ynCin, eine ISTullstelle — ;^Q-ter Ordnung; da- 
gegen kat f{x) in diesem Punkte einen Pol (w — n)-ter Ordnung, 
wenn m > n ist. 

Es muB darauf binge wiesen werden, daB, wenn man eine 5-facbe 
Nullstelle Oder einen 5-fachen Pol fiir s Nullstellen oder s Pole recbnet, 
in dem Falle m ^ n die GTesamtzakl der J^ullstellen der Funktion 
f(x) gleick n (namlicb die m Nullstellen von cp{x) und, fiir m < 
eine Nullstelle ('?z — -nQ-ter Ordnung im unendlich fernen Punkte), die 
CTesamtzabl ihrer Pole aber gleick + Ag + • • • + A;, oder n ist; im 
Falle m > n ist die Gesamtzahl der NullsteUen m, namlicb die NuU- 
stellen von (p{x)j die der Pole ebenfalls m, namlicb: 


^ 2 ~l~ * * ’ "t" ^*V + (^ — ^0* 

Aucb in dem einfackeren Falle eines Poljnoms vom Grade m 
(Art. 187, 188) kat man einen m-facben Pol und m Nullstellen. 

Wir konnen denmack zusammenfassend sagen: 

Die (ganzen oder gebrocbenen) rationalen Funktionen kaben 
keine andern Singularitaten als Pole; die Anzabl ibrer Pole, 
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eventuell mit EinscliluB des unendlich. fernen Punktes, ist 
endlicli und gleici derjenigen ihrer IST ullstellen (wobei die 
Ordnung der Vielfachheit der einen und der andern in Betraclit 
kommt) 

190 . Umgekebrt: Eine analytiscbe Punktion^ die keine 
andern Singularitaten bat als Pole, ist eine rationale Eunk- 
tion; im besondern ist eine analytiscbe Pnnktion, die einen 
Pol im Unendlicben bat und sonst uberall regular ist, eine 
ganze rationale Funktion. 

Wir beweisen znnacbst den zweiten Teil der Bebauptung. Ist 
der im Unendlicben liegende Pol der in jedem andern Punkte regu- 
laren Funktion f(x) Yon der wz-ten Ordnung, so bat man (Art. 175) 
in der Umgebung des unendlicb fernen Punktes: 

f(x) = d^x"‘ + d.x '-- ‘ + • • • + d,„_,x + d^ + + • • •• 

Die Differeuz: 

f(x) - {dQX"‘ + dj^x"^-'^ H ^ 

ist in dem unendlicb fernen Punkte regular und bat keine weiteren 
Singularitaten, folglicb reduziert sie sicb (Art. 170) auf eine Kon- 
stante, die nicbts andres ist als Man bat also: 

f(x) = H + d:„^_^x + d,^. 

Die Funktion besitze mm irgendwelcbe Pole. Diese werden in 
endlicber Anzabl yorbanden sein, da sie sonst (Art. 5) mindestens 
eine Grenzstelle besitzen warden, die (Art. 176) ein wesentlicb singu- 
larer Punkt sein miiBte. Es mogen demnacb Cg, . . ., die Pole, 
A* 2 , . . ibre beziiglicben Ordnungszablen sein; auBerdem sei, um 
den allgemeineren Fall anzunehmen, ein Pol 5-ter Ordnung im Um 
endlieben vorbanden. 

Die Funktion f{jG){x ~ ist dann (Art. 171) im Punkte 
regular; da auBerdem (Art. 187) {x — keine andern Singularitaten 
bat als einen Pol A'^-ter Ordnung im Unendlicben und auBer in in 
keinem Punkte yerscbwindet, so besitzt die Funktion f(x) (x — q)^^ 
keine andern Singularitaten als einen Pol (s + Z-J-ter Ordnung im 
Unendlicben-) und Pole ig-ter, Z^-ter, . . ., Z^-ter Ordnung in den 

1) In bezng auf die sogenannte Partialbracbzerlegung der rationalen Funk- 
tionen sei z. B anf Cesaro-Kowalewski, a. a. 0., S. 388 verwiesen. 

2) Ist fix) im Unendlicben regular, so ist diese Ordnung ^ , und analog 

die Ordnung der Funktion (1) ^ +^2 H b 
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Punkten Wiederkolt man dieses SckluBverfahren^ so 

kommt man zu dem Ergebnis^ daB die Eunktion: 

( 1 ) f{(^ ix — {x — . . . (x — 

keine andern Singnlaritaten bat als einen Pol yon der Ordnung: 

5 + + z 2 + • * • + Zv 

im TJnendlicben. Sie ist also nach dem^ was soeben dargelegt worden^ 
eine ganze rationale Fnnktion oder ein Polynom (p(x), nnd man bat: 

qp (x) 

(x — (x — - <x — 6'//^ 

% 

191. Eine Summe unendlicb vieler rational er Punktionen woUen 
wu' einen aritbmetiscben Ausdruck nennen und den Inbegriff 
der Punkte, in denen sie konvergent ist^ als dessen Konvergenz- 
bereicb bezeicbnen. 

Es ist Yon Wicbtigkeit darauf binznweisen^ daB der Konyergenz- 
bereicb eines aritbmetiscben Ausdruckes nicbt zusammenbangend 
sein, d. b. daB er aus mehreren getrennten Grebieten besteben kann; 
z. B. ftir den aritbmetiscben Ausdruck: 


00 



bestebt, wie man leicbt zeigen kann, der Konyergenzbereicb aus dem 
Teile der Ebene, der innerbalb des Kreises mit dem Radius 1 um 
den Anfangspunkt liegt, und aus demjenigen, der auBerbalb desselben 
Kreises Hegt, so daB beide Teile durcb die Peripberie dieses Kreises 
getrennt werden. 


192. Es sei ein aritbmetiseber Ausdruck: 

CO 

( 1 ) Fix)^^cp,i^) 

/i = l 

gegeben, der innerbalb eines Kreises yom Radius p um einen Pxmkt e 
gleicbmaBig konyergent sei. Innerbalb dieses Bereicbes konnen die 
rationalen Punktionen (Ph{x)j jedenfalls yon einem bestimmten Index h 
an, keine Pole besitzen, daber laBt sicb jede yon ibnen in eine inner- 
balb des Kreises p konyergente Potenzreibe yon x — c entwickeln: 

9h{^) = - c); 
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ferner laBt sich TArt. 132) die Reilie: 

// = 1 

aiif die Forai einer Potenzreilie: 

(2) jP( r/’) = ^ (x — c ) 

bringen^ die innerbalb des Kreises q koiiTergent ist. Yerfabren wir 
ebenso in bezug auf eiiien Punkt d innerbalb des Ki’eises q, so er- 
halten wir fiir alle Punkte x einer bestimmten Umgebung von d: 

(3) F(x} = Z.(jc — d), 

wo Cl eine Potenzreibe bezeicbnet. Fiir einen den Kreisen ge- 

melnsaroen Punkt werden (Y), (3) gleicbzeitig gelten^ so daB man 
erbalt : 

_ a = szfx - d). 

Nun ist andrerseits : 

— c) = ipu — eld — c)j 

folglicb ist: 

— c d — c) = Cl()r — d). 

Beide Seiten sind Potenzreiben von x — dy und die Grleicbbeit 
muB in einer gewissen Umgebung von d gelten^ folglicb ist (Art. 121): 

— c d — c) = — tl). 

Setzt man das ScbliiBverfabren in derselben Weise fort^ so erbalt 
man offenbar folgende Satze: 

a) Fiir jeden Punkt Cy in dessen Umgebung der aritb- 
metiscbe Ausdruck gleicbmaBig konvergent ist^ laBt sicb 
eine Potenzreibe finden, die in alien Punkten einer Urn- 
gebung von c denselben Wert hat wie jener Ausdruck. 

b) Ist C ein znsammenliaiigeiider^ den Punkt c entbaltender 
Bereicb, und ist innerbalb dieses Bereicbes der arith- 
metiscbe Ausdruck gleicbmaBig konvergent/ so geben die 
Po tenzreibeUj die den Ausdruck in den verschiedenen 
Punkten von C darstellen^ durcb Transformation aus der- 
jenigen bervor^ die ibn in der Umgebung von c darstellt, 
d. b. sie sind Elemente einer und derselben analytiscben 
Punktion. 

Kxirzer: Ist ein aritbmetiscber Ausdruck F(x) innerbalb 
eines znsammenliangenden Bereicbes C gleicbmaBig konvergent^ 
so laBt sicb eine analytiscbe Punktion f(x) angeben, die ibn 
innerbalb dieses ganzen Bereicbes darstellt. 
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193. Hier eriiebt sich eine wiclitige Frage. Es kann namlich 
Yorkommen^ daB der arithmetiscke Ausdruck F{x) aufier in dem Be- 
reicke C nock in einem andern von C getrennten Bereicke C gleich- 
maBig konyergent ist. Gekt man von einem Punkte c des Bereickes C 
aiTS, so laBt sick eine analytiscke Funktion f(x) finden^ durck die 
F(x) in dem Bereicke C ebenso dargestellt wird^ wie durck f(x) in 
d.em Bereicke G. Besteht nun zwiscken den beiden analytiscken 
Funktionen f(x) und f(x) eine notwendige Beziekung? Sind im be- 
sondern, wenn der Existenzbereick der analytiscken Funktion fix) 
auBer 0 auck G entkalt, die beiden Funktionen f{x) und fix) not- 
wendigerweise miteinander identisck? 


194. Um auf die zweite dieser Fragen zu antworten, sckicken 
wir folgenden Satz^) aus der Tkeorie der Reiken voraus: 

Ist • • • eine Folge von reellen oder komplesen 

00 

GroBen von der Art^ daB die Reike konvergent oder 

/i = 1 

divergent (aber nickt unbestimmt) ist, bedeutet 71 , 2 ^ • • • eine 
Folge von wacksenden positiven ganzen Zaklen und setzt 

711 

man Reike: 

?t-i 


(1) 


2'^ 

4 = 1 


H 




4 4* 1 


Tirr 1 ^ 

fitets konvergent; ikr Wert ist wenn die Reike di- 

4 = 1 

vergiert; ^ wenn sie konvergiert und die Summe S kat 

Die Reike (1) laBt sick in folgender Form scbreiben: 


2 



_ 1 1 


~ 1 

1 

+ 

1 1 

1 

1 

1 

+ 

1 


A“ 



1 11, 1 1 

o 7cf 1 H ,Cf c 


FTun ist lim92^_j_i = 00 , folglick: 


lim - 


lim 


a 

r=a3 

r + 1 


und diese Grenze ist 0 oder -i, je nachdem die Reike: 


1) D’Arcais 6. 
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2 


divergiert oder aber konyergiert und die Summe S bat; somit bat 
(1) in den beiden Fallen beziebentlicb den Wert oder 

195. Es ist zn bemerken^ da6 die Keibe (1) des vorigen Artikels 
ancb dann nocb konyergiert mid die Summe bat, wenn fur den 
Fall; daB die Keibe nnbestimmt ist: 


lim ! = oc 

m=x 


( 1 ) 

ist. 

Dies findet im besondern jedesmal statt, wenn das allgemeine 
Glied der Reibe seinem absoluten Werte nacb unbesrenzt wacbst, 

O 7 

d. b. wenn: 

(2; lim I I = oo . 

m — co 

In der Tat laBt sicb (2) folgendermaBen scbreiben: 

Urn i ; = oo; 


mm ist: 
somit bat man: 

Oder aucb: 




21im ! ; = co, 

= 05 

was mit (1) gleicbbedeutend ist. 

196. Es sei nunmebr der aritbmetiscbe Ausdruck: 


( 1 ) 




A = 1 


gegeben; er konyergiere in einem Bereicbe C, diyergiere in einem 
zweiten Bereicbe .D oder sei daselbst zwar nnbestimmt, aber docb 
SO; daB: 


lim 


m = Qc 1 rTT 


= OO, 



Die lationalen Punktionen, usf. Die axithmetisclien Ansdrucke. 141 


Der arithmetisclie Ausdnick: 


( 2 ) 

Tvo: 


r = l 


^ ^ + +2WH \-^n 

(«;) ~~ 

r r + 1 

m 

h=l 


T r + 1 


und die den iknen in Art. 194 zngewiesenen Sinn kaben, wird 
nacb dem obigen 
Wert baben wie: 


nacb dem obigen Satze in alien Punkten des Bereicbes G denselben 




1 

' :p{xY 


in alien Punkten des Bereicbes D denselben Wert wie: 


Beacbtet man, da6 




als rationale Funktion eine analytiscbe Punk- 


tion ist, welcbe die ganze Ebene mit AusscbluB einer endlicben An- 
zabl Yon Punkten (Art. 189) zum Esistenzbereicb bat, so erkennt 
man, da6 G{^ ein in den getrennten Bereicben G und D konver- 

genter aritbmetiscber Ausdruck ist, der in dem Bereicbe D durcb die 
1 


analytiscbe Punkfcion 




dargestellt wird, wabrend er in dem Be- 


reicbe G nicbt durcb dieselbe analytiscbe Punktion dargestellt wird^), 
obscbon der Existenzbereicb dieser letzteren aucb den Bereicb J), 
bocbstens mit AusscbluB einer endlicben Anzabl von Punkten, ein- 
scblieBt. 

Ist im besondern die Reibe (1) in dem Bereicbe G gleicbmaBig 
konvergent, so gewinnen wir auBer dem eben dargelegten negativen 
Ergebnis aucb nocb das positiye, die beiden analytiscben Punk- 
tionen bestimmt zu baben, welcbe G{^ beziebentlicb in den Be- 
reicben D und G darstellen; denn wenn wir die analytiscbe Punktion, 
welcbe den aritbmetiscben Ausdruck F(x) in dem Bereicbe C dar- 


1) Man hat namlich, da F{x) im ganzen Bereicbe 0 endlich ist, fiir alle 
Punkte dieses Bereicbes: 

— l-=j= I 
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stellt;, f(x) nennen^ so ist diejenige^ welche in demselben Bereiclie 
Gix) darstellt: 

_l 1_ 

t\^} ■ 

197. Man nehme z. B.: 


folglicli: 


cc 

F{x) 

h = l 


Diese Reilie konyergiez't innerhalb des Kreises mit deni Radius 1 
um den Anfangspunkt; in den Punkten auBerhalb dieses Kreises ist sie 
nicht konyergent, und der absolute Betrag ikres allgemeinen Gliedes 
waclist unbegrenzt. PolglicK diirfen wir das Innengebiet des Kreises 
mit dem Radius 1 um den Anfangspunkt als Bereick das AuBen- 
gebiet desselben Kreises als Bereich D annehmen. Im Bereiclie C 
hat man bekanntlich: 




Dann wird nack dem kewiesenen Satze der aritkmetiscke Aus- 
druck: 


G^u) = = (1 _ y 


-«r) 


(l —X”’-) (l— «;''/•+ Ij 

ebenso in C'konvergieren wie in JD, und sein Wert wird 


in C: y - (1 - a:) oder 

1 — a;"' ^ ^ l-a;"! ’ 


in JD: 


1 — X 


sein. Es folgt hieraus^ daB der Wert von: 

H(X) = V x”r(l-x:‘r + ^-”r) 


X ^ 1 

in C gleich — ^ — — und in B gleich ist. 

X — x ”’- ° 1 — k''! 
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NeDmen wir ini besondern = so erhalten wir clen arith- 

metiscben Ansdruck: 

c,r-l 

/•=! 1 — 


dessen Wert ^ ^ ^ der 

aritbmetiscbe Ansdruck: 




l-\-x 

1 — X 



1-Yoc 
“1 — X 

in C den Wert +1 iind in D den Wert 



— 1 bat^J. 


1 -\-x I 

1 ! 
1 — 


198. Es bleibt nock die erste der in Art. 19^> anfgeworfenen 
Fragen zu entsckeiden. Zu dieseni Zwecke mtissen wir folgenden 
Satz^) keranzieken: 

1st ein Kreis in derEbene der komplesen Yeranderlicken 
X nnd ein zweiter Kreis in der Ebene der komplexen Yer- 
anderlicken x' gegeben, so ist es stets moglick, eine lineare 
(ganze oder gebrockene) Substitution zu finden, welcke den 
ersten Kreis in den zweiten und das Innengebiet des einen 
in das Innengebiet des andern transformiert. 

Einer der beiden Kreise^ ja sogar beide zugleick^ kdnnen im be- 
sondern einen unendlicben Radius kaben^ d. b. in gerade Linien liker- 
geken. 

Es seien demnack n Kreise C\, C\ gegeben, welcke zu je 

zwei keinen gemeinsckaftlicken Teil kaben niogen* mit werde der 
Teil der Ebene bezeicknet; der auBerkalb aller dieser ]&eise liegt. 
Sind auJBerdem nack Belieken -f- 1 arithmetiscke Ausdriicke -Fo(^); 

-Art gegebeU; dafi F^(x) (r = 0 , n) 

in dein Bereicke gleichmaBig konyergent ist^ so lassen sick 7 i + 1 


1) Die Reibe K(x) wnrde 1881 Weierstrab von J. Tannery mitgeteilt 
(s. WeierstraB 517). Die Reike S{xj war schon 1870 von E. Schroder nnter- 
sucht worden (WeierstraB ebenda). S. auch Pringsheim 410. Es gibt noch 
friihere IBeispiele^ die allerdings anders gebildet sind, bei: Seidel, J. r. u. ang, 
Matb 73 (1871) 297 nnd Scbldmilcb, Arch. Matb Phys. 10 (1847) 45. 

2) Wegen des Beweises s. G. Holzmuller, Einfiibrung in die Tbeorie der 
isogonalen Yerwandtscbaften nnd der konformen Abbildnngen, Leipzig 1882, S.61ff. 
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analytische Funktionen /’/ir), von der Bescbaffenlieit 

finden, daB; 

fXx) (r = 0, 1, • • n) 

den Ausdruck F^{x) in dem Bereiche darstellt; es lassen sick femer 
r lineare Snbstitutionen derart bestimmen, daB: 


X 


Cr-* + 


(;• = 1, 2, • ■ n) 


den Kreis in den in der Ebene x' liegendeii Kreis mit dem 

Radius 1 um den Anfaugspunkt und das Innengebiet des ersten in 
das des zweiten transformiert. Dann bat der arithmetiscbe Ausdruck: 


K 



()• = 1,2, ■--,«) 


innerbalb des Eireises den Wert + 1, auBerbalb desselben aber 
den Wert —1; der aritbmetiscbe Ausdruck: 


^o(^) 


12, 


l + K 




\_FXx)-F,{x)\ 


ist im Bereiche C,.(r = ^ oi) gleich F^{x) und wird folglich 

daselbst durch die analytische Funktion dargestellt. 

Es laBt sich also stets ein arithmetischer Ausdruck bilden, der 
in getrennten Teilen seines Konyergenzbereichs durch willkiirlich 
gewahlte analytische Funktionen dargestellt wird. Zwischen den 
analytischen Funktionen^ welche einen und denselben 
arithmetischen Ausdruck in getrennten Teilen seines Eon- 
vergenzbereichs darstellen^ besteht demnach keine not- 
wendige Beziehung. 


199. Zu analogen Ergebnissen gelangt man^ wenn man eine 
weit weniger gelaufige Form arithmetischer Ausdrticke, namlich die 
aus rationalen Funktionen gebildeten Kettenbriiche in Betracht zieht^). 
Betrachten wir den Kettenbruch: 


( 1 ) 


a=p + 2 — 


pg. 


J3 + 2- 


Pi 


p + 2 — • 


1) Lerch 254. 
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Er konyergiert^ welckes aucli die GroBen p, q sind, yorausgesetzt 
nur, daB ikre absoluten Betrage verscbieden sind. Bezeicbneii wir 
nanilicb mit den :;^-ten Naberungsbrueb^ so baben wii'r 


^n-l 

darans ergibt sicb: 

= -“(«„-! -1^), 
^n-1 

^n~l 

folglieb ist: 

^n—P ^ q %- 1 —P 


Beacbtet man^ daB =i? + so folgt darans: 

P __ fq^ 

Wacbst n tiber alle Grenzen, so nabert sicb die recbte Seite der 
Null Oder dem Unendlichenj je nacbdem |_p j > | ^ | oder j < | ^ ' ist. 
Im ersten Falle bat man demnacb: 


im zweiten: 


n — co 

a = lim = q. 


Setzt man nun in (1): 

p-=(p(x), q = tp(x), 

wo <p{x), ij(x) zwei rationale Funktionen sind^ so wird (1) ein aritb- 
metiscber Ausdruck: 

cpjx) '\}}{x) 


(2) F{x) = g)(x) + if)(x) — 


9 («) + •’/’(;»)■ 




Die Gleiclnmg: 


qD(a:) + if.(a:) 

(3) ' |y(a:)l = lf(aj)l 

stellt eine Kurve oder ein System von Kurven^) dar, welebe die 


1) Es sei <P{x) = ^^, = wo (p^(x), il)^{x), 

Polynome bedeuten; die Briicbe selbst werden als irreduzibel vorausgesetzt. 
Vivanti, Theorie der emdeutigen anaiytisclien Funktionen. 10 



146 Z'weiter Teil. AUgemeine Theorie der analytisclien Funktionen. 


Ebene in zwei oder mekrere getrennte Bereicke teilen; in einigen von 
diesen ist i (p(x) > \ 21 ) (x)\j wakrend in den iibrigen ' (p(x)\ <^\ 2 lj{x) ^ 
ist. Wir wollen die ersteren mit C, die letzteren mit D bezeicknen. 
In den Bereicken C bat man F[x) — iii den Bereicken D da- 

gegen F{X) = 'ip(x). 

Setzen wir z. B.; 


(p{x) = X — If ti x) = X + 1, 

so stellt die Gleickung (3) den Ort der ron den Pnnkten + 1 und 
~ 1 gleick weit entfernten Punktej d. k. die imaginare Ackse dar. 
Das Gebiet C ist die Menge der Punkte, welcke Yon + 1 weiter ent- 
femt sind als YOn — d. k. der Teil der Ebene, der links Yon der 
imaginaren Ackse liegt; das Gebiet D ist der Teil reckts Yon ikr. 
Dnrck den aritkmetiscken Ausdrnck: 


F(xj -=2x — ■ 


X' 1 


wird also anf der linken Seite der imaginaren Ackse x—l, auf der 
reckten ^ + 1 dargestellt. 

Nekmen wir dagegen: 

cp{x) = X' — 1, == 

wo a eine reelle Konstante ist, so stellt (3) eine Cassiniscke KurYe 
dar, deren Brennpunkte die Punkte + 1 sind. Innerkalb der KurYe 
kat man j — 1 | < a-^, auBerkalb j — 1 ! > folglick wird durck 
den aritkmetiscken Ausdruck: 


F(x) ^ X' — 1 


a-te- — I') 




^ a^{x' — 1 ) 

— 1 + a® — 


innerkalb der KurYe a^, auBerkalb rr- — 1 dargesteUt. 


Die Formel (3) lautet dann nack Beseitigung der Nenner: 

(a) : 9^ {X) {x)\^\ 92 (x) (x) 1 . 

Setzen wir wie immer x^u~j~ iv nnd trennen in den anf beiden Seiten 
anfferetenden Produkten die reellen und imaginaren Bestandteile: 

(x) %(x) = ii(u, ^’) + iv{u,v), (p^{x) ip^{x) = v) + ia{u, v), 
so gekt (o:) in: 

v) -j- ») — Q^{u, v) — 6^{u, v)^0 

nber; dies ist die Gleickung der Knrven in kartesiscken Koordinaten. 



Syst. Behandl. d. anal. Fxinkt. Gmndeigenscliaften d. ganz. transz. Funkt. 147 


AUgemeine Bemerkungen Tiber die system atische Bebandlnng der 
analytisclien Fuiiktioiien. 

Gmndeigenscliaften der ganzen transzendenten Funktionen. 


200. Das fiir die rationalen Funktionen gewonneiie Ergebnis 
(Art. 187^ 189, 190), daB sie die einzigen eindeutigen Punk- 
tionen sind, die nur polare Singnlaritaten baben, zeigt uns, 
welcben EinfliiB Natur und Anzabl der singularen Piinkte einer Punk- 
tion auf ibre analytiscbe Perm ausiiben; dies yeranlaBt uns, J^atur 
und Anzabl ibrer Singnlaritaten zur Grundlage einer systematiscben 
Einteilung der eindeutigen analytiscben Punktionen zu macben. 
Eine solcbe Klassifikation lieBe sicb in folgende Ubersicbt zusammen- 
fassen: 

A) Punktionen obne Singularitat. 

B) Punktionen, die nur Pole besitzen: 

1. Punktionen mit nur einem Pole: 

a) im Unendlicben; 

b) in endlicber Entfernung. 

2. Punktionen mit einer endbcben Anzabl yon Polen. 

3. Punktionen mit unendlicb yielen Polen. 

C) Punktionen mit wesentlieben Singnlaritaten: 

1. Punktionen mit nur einem singularen Punkte: 

a) im Unendlicben*, 

b) in endlicber Entfernung. 

2. Punktionen mit einer endlicben Anzabl yon singularen Punkten. 

3. Punktionen mit unendlicb yielen singularen Punkten: 

a) Punktionen mit nnendlicb yielen Polen und einem wesent- 
licb singularen Punkte; 

b) Punktionen mit unendlicb yielen Polen nnd einer end- 
licben Anzabl wesentlicb singnlarer Punkte; 

c) Punktionen mit unendlicb yielen beliebigen singularen 
Punkten. 

Die Punktionen A reduzieren sicb anf Konstanten (Art. 170). 
Die Punktionen B 1 a sind die ganzen rationalen Punktionen (Polynome) ; 


die Punktionen Bib sind die Punktionen yon 


der Form f(^), 


WO f ein Polynom bezeicbnet und c der Pol ist; die Punktionen B2 
sind die gebrocbenen rationalen Punktionen; Punktionen der Art B3 
gibt es nicbt (ygl. Art. 190). Die systematiscbe Bebandlnng der 
analytiscben Punktionen, die wir bier nns yornebmen, ist demnacb, 

10 "= 
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sozii?atreii uant^-A nL^t. b^reits aiif den TorangehenJen Seiten ins Werk 
gesetzt W'jrden. ipj<i vrir ?ie dalier an dem Punkte ^eder 

arikelimf-n, an dem s:e unterbrociien wurde, inclem wir damit be- 
gmuen, d:e 1 imktionen k' zu betrachten, und zvrar iinter ihnen die 
Funktionen Cla^ also Funktionen, die einen einzigen wesent- 
lieh singuliiren }*unkt im Unendliclien besitzen. 

Diese I onktioiien biet^^n sieh uns als nachstliegende Terailge- 
loeineruHg der guiizen rationalen Fimktionen dar, da sie sieh ja anf 
solehe iunktiunen reduzieren, wenn Hire Singularitat eine polare wird; 
es bildet aber aueb andrerseits ihre allgemeine analytiscbe Form die 
niicliste Yeraiigenieinerung der Polynome, da sie sicli (Vgl. den fol- 
genden Art. s in der ganzen Ebene diirch eine bestandig konvergente 
Potenzreihe darsteilen lassen: was Ton dem zwischen der analytisehen 
Form und den Singularitiiten einer Funktion stattfindenden Zusammen- 
iiange noeh einmal zeuixt. 

Die Funktionen, die einen einzigen wesentlich singnlaren Punkt 
ini L neiidliehen haben, warden holomorphe oder ganze transzen- 
dente Funktionen genannt. Als ganze Funktion schlechtweg werden 
wir eine gauze rationaie oder transzendente Funktion bezeichnen. 

201. Es sei eine ganze Funktion^ ifjup das dem Anfangs- 
pimkt entsprechende Element derselben. Die Eeihe 5)3 (>) hat (rgL 
Art. ITOi einen unendiichen KoiiTergenzradins^ folglich stellt sie die 
Funktion f\xj in der ganzen Ebene dar. Es gilt also der Satz: 

Eine ganze Funktion wird in der ganzen Ebene durch 
eine einzige, bestandig konTergente Potenzreihe dar- 
gestellt 

Beduziert sich die Potenzreihe anf eine endhehe Anzahl von 
Grliedern, so wird die Funktion eine ganze rationale Funktion (ein 
Polynom i, und der unendlich feme Punkt ein Pol, und umgekeliid;. 

Summe und Produkt mehrerer ganzer Funktionen sind 
ganze Funktionen. 

Die Abieitung und das Integral einer ganzen Funktion 
sind ganze Funktionen (Art. 133, 165). 

202. Aus dem in Art. 170 gefiihrten Beweise ergibt sich: Der 
absolute Betrag einer ganzen Funktion waehst unbegrenzt, 
wenn der absolute Betrag der Teranderlichen unbegrenzt 
waehst. ^ Genauer: Sind zwei reelle und positive Werte s gegeben, 
so laBt sich stets ein Wert x von groBerem absolntem Betrage als o 
finden der Art, (laB fur ihn der absolute Betrag der Funktion i> s ist. 
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Man kann hinznfugen, daB ekenso cler reelle wie der ima- 
giiiare Bestandteil einer ganzen Funktion seinem absolnten 
Werte nach unbegrenzt wachst, wenn x nnbegrenzt wackst. 
Das ergibt sich^ indem man die ScbluBweise des eben angefiilirteii 
Artikels^ von den Formeln (1)^ ( 2i des Art. 129 aiisgebend^ wiederholt. 

203. Die groBe Analogie^ die zwiscken den ganzen rationaleii 
und den ganzen transzendenten Funktionen besteht^ erweekt den ire- 
danken^ zu nntersuchen^ welcLe von den Grundeigensckaften jeiier 
aiicti fiir diese Cxeltimg baben. 

Es gibt im TTesentlichen zwei ( Art. 188) Grundeigensckaften der 
ganzen rationalen Funktionen^ yon denen die zweite eine Folge der 
ersten ist: 

a) das Vorkandensein einer Xnllstelle (GauBscker Satz;: 

b) die Zerlegbarkeit in lineare Faktoren und die daraus folgende 
Mdglickkeit, eine ganze rationale Funktion zu bilden^ deren Xullstelien 
gegeben sind. 

Was den GauBscken Satz betrifft, so kann man sick leicht diircli 
ein Beispiel yergewissem, daB er fiir ganze transzendente Funktionen 
nickt immer gilt. Die Funktion (Art. 142)^ die durck eine in der 
ganzen Ebene konyergente Reihe dargestellt wird, wird niemals Xuil. 
In der Tat kann sie fiir keinen reellen und positiven Wert yon x 
yersekwinden^ wie aus der Form ikrer EntwicMung erkellt; Tyare sie 
aber fur x — x^ Xiill, so wiirde sie auch, da: 

mid endlick ist^ yon selbst far jeden beliebigen Weii yon x 

yersckwinden^ was nack dem soeben Gesagten immoglick ist. 

Daraus entspringt you selbst die Frage, Welches die aUgemeinste 
Form der ganzen transzendenten Funktionen okne Xullstellen ist. 

Es sei fix) eine ganze Funktion^ die keine Xullstelle besitze. 

Ikre reziproke Funktion kat keinen Pol (Art. 172 und da sie 

keine im Endlicken liegenden wesentlick singularen Punkte kaben 
kann^ weil diese zugleick fur fip) wesentlicke Singularitaten bilden 

wiirden, so ist eine ganze Funktion. Da (Art. 201) aueh /'(x) 

ganz ist; so ist es auck (ebenda) sowie (ebenda) das Integral 
dieses Bruches; d. k.^ wenn man: 
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setztj so ist //O’) t^ine ^unze Funktion. Setzea '^^ir daun: 


su iaBt sich //! .r< - vgl. xVrt. Ido- in eine in der ganzen Ebene kon- 
vergente Potenzreihe transformiereiij ist also eine ganze transzendente 
Funktion. Demnach bat man bbencla ,: 


folslicb : 


If ) X \ }Q 

f X V ':t' 

/’ a*} h X ^ 

f'x V\Xi — h'x f(p:) = 0 . 


Multipiizieren wir mit der ganzen Funktion jr~^} so erhalten ^ir: 

- h x f 
f- ‘k 

Xun ist i Art. 108) die linke Seite die Ableitung you woraus 
folgt <Art. 130), daB sick dieser Bruck auf eine Konstante reduziert: 


Man hat mitliin: 


f>x> = 


Oder auck, indem man den Faktor ^ weglaBt und g(x) durch eine 

andre Funktion ffu) ersetzt^ die sick Ton ikr nur um eine additive 
Konstante untersckeidet : 

f{xj = ^). 

D. h.: Jede ganze Funktion^ die keine Xullstellen be- 
sitzt, ist eine Exponentialfunktion^ deren Exponent eine 
ganze Funktion ist. 


Das dargelegte Terfahren findet ohne irgendwelehe Anderung auf eine 
Potenzreibe Anwendnng, die in einem Kreise C um den Anfangspunkt 
konvergent ist, aber inneriiSb desselben keine Ntdlstellen besitzt. Setzt man 

£:'>), so ist auck folglick auck innerhalb C konvergent, 

und man bat for jeden inneren Pnnkt von C bis auf einen konstanten Faktor: 
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204. Nadxdem wir das Vorhandensein und den allgemeinsten 
Ausdrnck ganzer transzendenter Fmiktionen oline Xulistellen test* 
gestellt haben^ miissen vrir diejenigen untersucheny welche NuUstelleii 
besitzen, und priifen^ ob und inwieweit die Kenntuis der Nallstellen 
einer Funktion gestattet, ihre analytiscbe Form anzugeben. 

Eine gauze rationale Funktion, deren Xullstellen gegeben sind. 
ist bekanntlicb bis auf eiiien konstanten Faktor bestimmt. Betrefis 
der ganzen transzeudenten Funktionen kdnnen %vir voriaufig nur 
sagen, dafi die Unbestimmtheit eine we;t gi'oBere ist, da ja aide ganzen 
Fnnktionen, die sick durch einen Exponentialfaktor ^so wollen wir 
einen Ansdnick von der Form nennen, in -welchem r/Arj eine 
ganze Fnnktion istj unterscbeiden , dieselben Xullstellen kaben. Wir 
werden aber auck sekeiij da6 sick die Unbestimmtkeit kieranf oe- 
sckrankt, dafi also eine ganze Funktion, deren Nullstellen gegeben 
sind; bis auf kbckstens einen Exponentialfaktor bestimmt ist. 

205. Wir beginnen mit dem einfacksten Falle, in welckem die 
Anzakl der l^nllstellen endlick ist. Seien diese ' 2 ? • • -j 

es moge in dieser Reike jede so oft vorkommen^ als ikre Ordnung 
betragtj so daB die c nickt notwendig samtlick versckieden sind, 

Ist /VF) die gesuckte Funktion, und setzt man: 

tp{X) ^ (x — C^} i> — Co i • • • ~ 

so ist der Bruck eine ganze Funktion okne Xullstellen. Zunackst 

(p{x) ^ 

namlick ist f(x) in einer von den Punkten Co, ... versckiedenen 
Stelle (I versckieden von Nnll, und -4^ ist regular und versckieden 
Ton Null, so dafi auch regular und tou Null verschieden ist 
Es sei nun q eine XuUstelie r-ter Ordnung, so daB q = Co = --• == C/. 
dann kat man: 

(fix) = {X - cj (x - j {x - c„) = (ir - qril>(x'\, 

wo f{x) ein Poljuiom ist, das in mcht verschwindet: auBerdem ist 
in der Umgebung von q (Art. 172): 

f{x) == (a; - — q), 

wo 5P(a: — q) eine in der ganzen Ebene konvergente Potenzreihe von 
a- — Cl ist, die im Punkte Ci nicht Null wircL Daraus folgt; 

~ *5i) 5 
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die rechte Seite ist regular nnd wird im Punkte c\ nicM Xull. 
Analog Terhait es sick mit den iibrigen Punkten c. 

Man hat daher Art. 203): 

cp ' :c ^ 

wo [/(x) eine ganze, aher sonst beliebige Fiinktion bezeichnetj und 
folgHch: 

f\ X) = — q) \X ~ ‘ \X — CJj 

Oder auch^ indem man r/tx, um eine additive Konstante andert: 

206. Die gauze Funktion /';Vj babe jetzt unendlich viele Null- 
stelleu. Diese werden eine isolierte (Art. 159)^ folglich abzahlbare 
(Art. oUi Menge bilden. die als einzigen Grenzpunkt den unendlich 
femen Punkt \Axt. 159 besitzt, und deshalb wird jeder endliche Be- 
reieh nur eine endliche Anzahl von ihnen enthalten (Ai't. 5). Wir 
kunnen daher die Nullstellen tblgendemiaBen in eine einfache Reihe 
ordnen: Wir greifen eine Folge von positives unbegrenzt wachsenden 
GroBen • •• heraus. Es wird eine endliche Anzahl von Null- 

stellen von einem absoluten Betrag ^ geben; wir ordnen sie nach 
zunehmenden absoluten Betriigen, indem wir die gegenseitige Anord- 
nung dererj, die gleiehen absoluten Betrag haben^ willkui’lich festsetzen. 
Diese NuilsteUen nennen wir e^y Co, . . Es wird dann weiterhin 

eine endliche Anzahl von Nullstellen von einem absoluten Betrage 
> und ^ ^2 geben: wir ordnen sie wie die vorigen und woUen 
sie mit bezeichnen usf. Die auf diese Weise ge- 

ordneten Nullstellen: 

A? ^‘ 2 ? • * 

wobei wir annehmen wolleU;, da6 jede NuUscelle so oft wiederholt 
wirdj als ihre Ordnung betragt^ geniigen den Bedingungen: 

i^i ^ ^ — : lim = oc. 

A = 3C 


1; Der Faktor spielt hier dieselbe Eolie wie ein uiihestimmter kon- 
stanter Faktor in dem allgeiiieinen Ansdrack einer ganzen rationalen Funktion, 
deren 2!\nllstellen gegeben sind. 
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i07. W ir fragen iins nach dieser Vorhemerkung: 1st es mugiieh^ 
aiich m dem Torliegenden Falle die in Art. 205 entwickelte 3Iethode 
zu befolgen? 

enn dies der Fall ware; so wiirde die Losung iinserer Aufgabe 
durcli folgende Formel gegeben sein: 



Allein es erhebt sich sogleich eine ernstlielie Sehwierigkeit: Das 
imendliche Produkt auf der rechten Seite ist im allgememen nieht 
konvergent. 

Das 3Iittel, diese Sehwierigkeit zu heben, wurde Weierstrafi'^ 
diirch die Untersucliung einer besoiideren ganzeii Funktionj der rezi- 
proken Funktion des Eulersclien Integrals zweiter Art, an die 
Hand gegeben. Die Betrachtung der GauBsehen Formel- : 


1 

r>* 





i= 1 ^ 


t) 


, I ^ 1 


fiihrte ihn zu der Bemerkung, daB das uneudiicke Produkt: 



h 


)■ 


das ansciieinend die Funktion wiirde darstellen konneU; da jeder seiner 
Faktoren an einer ihrer jS^ullstellen Terschwindet, allerdings unbrauch- 
bar ist; weil es fiir alle Werte Ton x diyergiert; daB es aber dennocli 
in ein fiir alle Werte Ton x konrergentes Produkt dadurch umgeformt 
werden kann; daB man jeden Faktor mit einer EsponentialgruBe multD 
pliziert; die eine lineare Funktion zum Exponenten hat. Dadurch 
wurde WeierstraB veranlaBt sich zu frageU; ob das in il) aufiretende 
unendliche Produkt; das im allgemeinen nicht konvergent ist, nicht 
in alien Fallen konvergent gemacht werden konne; indem man seine 
Faktoren mit zweekmaBig gewahlten ExponentialgroBen mnltipliziert; 
und es gliiekte ihm zu beweisen^); daB dies in Wirklichkeit sters 
moglich ist. 


1) timber die Theorie der analytischen Facultaten, Joum. fux die 
reine und ang^ew. Math.. Bd. 51, 8 1 — 60 -ISoB); Abixan.dlung'en aus der Funk- 
tionenlehre, Berlin 1886, S. 183 — -200; Werke, Bd, I, S. 153—221 

2) GauB, Werke, Bd. HI, S. 146 a812}. 

3) WeierstraB 518 (1876). 
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Es niuB indessen Feinerkt daB F':^60 Betti^j in zwei be- 

sonderm, selir wich-tigen Fallen, you denen wir welter nriten i Art. 211, 
212' Beispiele eiitwiekeln werden“', zu demseloen Ergebnis gelangt 
war, -and daB sick, wie Dini" gezeigt hat, die you ibm befolgte 
ilethode oline Schwierigkeit aaf den aligemeinen Fall ausdeimen laBt. 

20S, Das im Yorigen ,4rt. angedeutete fundamentaie Ergebnis 
laBt sicb folgendermaBen aus-predien: 

1st eine abziihlbare ilenge Yon Punkten ... ge- 

gebeiij denen der Anfangspunkt nicbt angebort and die 
nicbi samtlicli voneinander Yerscbieden zu sein brauchen, 
und zwar you der Art, daB: 


' < c. ^•••,lim == 

= X 

so liiBt pich auf unendlieh vieie Weisen eine Folge ganzer, 
positiver. nicht aBnelmiender Zahlen ?‘i,. >’2, ••• finden, so daB: 


X 



fur jeden endliclien Wert von x konvergiert; und die all- 
genieinste ganze Funktion, welebe in den Punkten c^, e^, . . . 


1 Betti 32, 

2' Die beiden von Betti in Betracbt gezogenen Fade sind: 

Erstens deijenige, in welchem die Xuilpnnkte samtlich auf einer Geraden 
liegen, ihre gegenseitigen Eatfernungen aber nicbt unter eine endUche, bestimmte 
Grofie hinabsinken; in diesem Falle ist der Rang (siebe Art. 209) ^ 1; 

Zweitens derjenige, in welehem die Xullpnnkte willkurlicb in der Ebene 
liegen, ibre gegenseitigen Entfemnngen aber nicht nnter eine endliche, bestimmte 
OrSBe hinabsinken; in diesem Falle ist der Rang 2. 

Dem ersten Tvpns gehOrt die Funktion sinaj, dem zweiten die Funktion 
€x an. 

Cauchy ist hier niciit anznfahren, weil er die Eulerschen Formeln: 


{a 





{wo das erste Produkt bedingt konvergiert' nur anf einem anderen Wege ab- 
geleitet hat. 

Das Eigentundiche an der Bettischen Entwicklung ist: 

Erstens, daB er durch Einfuhnmg der Exponentialfaktoren das Prodnkt (a) 
in ein unbedingt konvergierendes Frodtikt verwandelt; 

Zweitens, daB er die Sinusformel als besonderen Fall eines weit allge- 
meineren Funktionentypus erhillt. 

3) Dini 138. 
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Yerschwindet und sonst nur eine Xullstelle »^-ter Ordnuag 
iiii Anfangspunkte liat, ist durch folgende Formel gegeben: 






wo g{x) eine beliebige ganze Fnnktion ist (Satz Ton WeierstraB K 
Wahlt man so wird aus der Reihe (\ : 



mid diese ist konrergent, weil sich fiir ein beiiebiges x die 7^te Wurzel 
aus ibrem //-ten Gliede der Xnll nahert, wenn h liber alle Grenzen 
waclist. Die Folge der Konvergenzzablen kann ferner anf un- 
endlicb viele Arten veranderc werden, sei es, daB man irgendwie den 
'VYert einer endlicben Anzabl ibrer Elemente iindert, se: es^ daB man 
den Wert einer endlicben oder nnendlicben Anzabl von ibnen erbobt. 

Xacb diesen Torbemerkxingen betracbten wir die ganze Fnnktion: 

) = 1 — j:*, 

die innerbalb des EFeises mit dem Radius 1 nm den Anfangspunkt 
keine Nullstellen besitzt. Es ist: 


folgbcb: 




oc 



nnd darans ergibt sicb (Art. 203, Anm.) fiir x < 1 bis anf einen 
konstanten Faktor, der sicb sofort der Einbeit gleicb erweist: 


( 3 ) 


1 — a* = 5|5 (a;) = 



Setzen wir dann: 

so erlialten TP-ir axis (3) fur \x \ < \c^\'. 
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Betraciiten wir nun die Doppelsumme: 

2 


WO // eine beliebi^e ZaU ist. 


Fiir 


A < 1 liat man: 


y A-.™- <r-A 

Jmmm C, ^ 1 


r, -r 1 


folglidi um so mebr: 

y 1 v-_A ^ 

, ^ k 1 — ^ ^ 

also fiir < il < 1: 

- 1 

1,2 i<2.2 f'*” 


ti - n-^1 k = r^ — 1 

uacl hieraus ergibt sich: 


A = <2 + 1 


^ ^ hC; ^ 1 — i 22 ! c, , 


A = n -fl . 


Die Reiiie auf der recliten Seite konvergiert fiir jeden endlichen 
IVert Ton x und ist daker in jedem endlichen Bereiche gleickmaBig 
konvergeut; dasselbe foigt also you der links aiiffcretenden Reike YOn 
Potenzreiken., die sick deskalb '/Art. 132 i in eine fiir ; a; , < j 
konYergente Potenzreike transformieren lafii Bezeicknen wir diese 
Potenzreike mit kaben wir: 


(D. 

nnd folrfick: 






(6, 




A = 1 


Xnn sind die Funktionen E/x)^ wie ans (4) kervorgekt, ganze 
Fnnktionen^ nnd ist, wie fur :a’{< kon- 
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yergent; daraus folgt, daB ^ konyergent ist fiir x < . 

Es xaBt sicii aber nach alil eines beliebigen Werte=; you x stats 
eine Zahl n y«jii der Ait findeu. daB: 

ist; daraiis iolgt, daB eine ganze Funktion ist. Sie hat fur 

< Gn-^i keine andern Xnllstelien als die Punkte 
das ergibt sich aus wenn man beachtet, daB in dem ein- 

zigen Punkte q yerschwindet und daB fur x < q ^ 

niemals Xull wird. Daraus folgt, daB die gauze Funktion in ""den 
Punkten q, • • • und nur in diesen Punkten yerseliwindet. Will 
man eine Funktion bilden^ die auBerdem ini .Anfangspunkte eine Xull- 
stelle 7n-ter Ordnung besitzt, so muB man mit ./•^'‘"miiltiplizieren: will 
man endlich die allgememste Funktion mit den yorgegebenen Xull- 
stellen haben, so muB < Art. 204 1 ein Exponentialfaktor hinzagefflgt 
yrerden. ilit Riicksicht darauf^ daB (s. Gl '5/;: 






istj hat man daher sehlieBlich fiir die gesuchte Funktion: 


1 _ = i . 


oc 

f(x) = ^}(/) = 


das ist aber die Gieichung (2/. 

Die Faktoren werden Primfaktoren genannt. 


209 . Die Xnllstelien einer ganzen Funktion konnen 

so heschaffen sein, daB es^ urn die Reihe (1) des Art. 208 konyergent 
zu machen^ unnotig ist^ unbegrenzt wachsende Zahlen als Eonvergenz- 
zahlen anzunehmen; das geschieht stets und nur dann^ wenn es eine 

ganze nicbt negative Zahl p gibt^ fur welche ^ ^ oder aucb 

A=il 

— i'e ■ '■p + 1 , konyergiert. In diesem Falle nennen wir die kleinste 

A “ 1 

Zahl p, welche der angegebenen Bedingung geniigt^ den Rang^J dei 


1) Holie (v. Sckapex, Pringskeim) ^ genre iXagnerre, Poincare 
Borel). — ^^Einiache Fnnktionen — primitive Punktionen (^Pringsbeim' 
== fonctions canoniqnes (Lindelof). — Punktionen von endliche] 
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Fnnktion, untl die Funktiun selbst lieiBt eine Funktion erster Klasse, 
wahrend sie z’^veiter Kla->e kei3t, wenn e< keine Zaiil von del* er- 
wiitaten Eigeiischaft gibt. 

Fine Funktion erster Klasse vuiii Range p Fat die Form: 







x 

Cr 



X' 



Der Faktor -'o heiiit der iluSere Esponentialfaktor. Fehlt 
er, so FeiBt die Funktion einfaeb. l>x (j x ein Polynom Tom Grade 
so bezeiebnet man als Hone der Funktion die grdfiere der beiden 
Zablen y/, q. 1st so beiBt die Funktion normal. 

Finer normalen Funktion von der Hdbe n kann man stets den 
Anscbein einer normalen Funktion von groBerer Hobe als }) geben. 
Ximmt man nanilicb an, daB in il) g[xj ein Polynom von nicbt 
hoberem Grade als p ist. so kann man scbreiben: 


a t — r 


/■( n = e JY 1 1 _ e^i ’‘i 


& = 1 


y :c 


p4- r 




y 

" JY ( 1 — , 


WO der auBere Exponent ein Polynom vom Grade i? + ^ ist. 


2 10, Bevor wir die gefondene Grundformel anf einige besondere 
Falle anwenden^ woUen wir ans derselben nocb einige andre ableiten, 
die uins im folgenden von Xuizen sein werden. 

Setzt man: 

X 

A = 1 

so laBt sicb fiir ein beliebiges n scbreiben: 


HOhe = Hadamards eke Fnnktionen (v. Sebaper.. — Puzyna (421) 
bezeiehnet als Rang einer Funktion ffjc^ die kieinste ganze Zabl t, welcbe der 
Bedingnng: 


/ ' ir. 




OD 


geniigt. 
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n 

,1 (f\cc)= jf fx) • ^ 

A = 1 

wo (Art. 208) die Potenzreihe ist, die diirch Anwendung des 

WeierstraBschen Hilfssatzes auf die Doppelsumme: 


; 2 ) 

herrorgelit. 

Es sei nun: 


2 2 ^ 

k = n + l I- + l h 


fn 


'X. 



/L = l 


Wiederholen wir filr die Doppelreihe: 


( 3 ) 


X X 

A = /-X 1 A=r^-rl A 


1 


das auf (2 | angewendete Terfalireii;, so selien wir^ daB der WeierstraB- 
scke Hilfssatz auch auf sie anwendbar ist, und daB weiterliin ihr 
Ausdruck durch Potenzreilien: 


A = 1 

Oder ^n^x{x) ist. Xun ist die Doppelreihe (3) nickts anderes ala 

- ^ 3,'^- j ; man hat somit: 

A=T+1 


(4j 


A=n+1 ^ 

Andxerseits folgt aus (1) (Art. 167^ 169): 


mithin wegen (4): 






X 

^\x} ^hi^) 


1) Freihch ist + 1 der kleinste Wert von k; aber wir durfen als kleinsten 
Wert einfach Z: = l schreiben, sobald wir nicbt ausschlieBen ^ daB einige der 
Null sein kdnnen. 
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In iai5:ere:n Falle liat <lemniieii die AMeitiing rlenselben Ausdruck. 
wie weiiii die Zabl der Faktoren eadlicli ware. 

Es ist ferner: 



Dureli wiederb»)lte Anwendimg des WeierstraBschen Hilfssatzes 
laBt sidi leiclit na^Eweisen, daB der Yorstehende Ausdruck so oft 
gliedweise different iieit werden kann als man will. 


211. Wir wollen jetzt eine erste Anwendung der WeierstraBsclien 
Darsiellung der txanzen Funktionen machen, indein wir die Entwick- 
lung der Funktlon sin.r in e;n unendliclies Produkt aufstellen^ eine 
Entwicklung. die man Euler F verdanktj der sie allerdings mittels 
einer nielit Yollkommen strengen ilerliode erkielt. 

Die trigonometrisenen Funktionen sinj:’, cosx, wo x eine reelle 
GruBe bezeiehnet, lassen sich bekanntlich- ( durck die folgenden fur 
alle endliclien Werte von x konvergierenden Reihen ausdriicken: 




j' ' 

sm r = - — — 

1 . o. 


5 ! 


( 2 * 


cos .r = 



^4 


A=0 ' ^ ' 




Die Fundamentaleigensehaften der Funktion sin^r sind die fol- 
genden: 

a) Sie ist eine ungerade Funktion: 

(3 1 sini— F) = — sin^r^ 

bj Sie verschwindet fiir x = /jnr, wenn A* eine beliebige ganze 
positive Oder negative Zabl oder Xull bedeutet: 

(4 1 sin J:'X = 0; 

c) Sie ist periodiscb und zwar mii der Periode 2rr: 

<5) sinfj? -f 2:7r) = sin a:. 


1) Introductio in analjsia inffnitorum, T. I, § 158. 
2; 5. z. B. Cesaro-Eowalewski, a. a. 0., S. 268. 
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Dagegen ist cos,r eine gerade Funktion; sie verscliwindet fiir 
X = < Z* -r y' ^ : 

^ 6 'i cos i /r — l~\7t ~ 0 


iind hat gleichfalls die Periode 
Ferner ist: 

I < ; sm — == 1 . 

Bedeutet nun x eine komplexe Variable, so werden wir die 
Reihen (1)^^ (2j, die auch fiir jeden komplexen Wert ron x absolnt 
konvergent sind, als Definition zweier ganzer Funktionen annehmen^ 
die gleichfalls mit sin;/?; cos^ bezeichnet werden mdgen. 

Aus der Betrachtung der beiden Reihen und ihrer Vergleichung 
untereinander und mit deijenigeU; die darstellt, ergibt sich un- 
mittelbar: 

dafi cos,/: die Ableitung ron sina‘ ist; 
da6 — sin X die Ableitung von cos x ist ; 

daB fiir ein reelle.s x auch sin x und cos x reell sind, fiir ein rein 
imaginilres x aber sin;/' rein imaginar, cos a: dagegen reell ist; 
daB: 

(8) = cos j; ± / sin a’. (Eulersche Fomel). 

Daraiis folgt (Art. 142): 

cos (x -r i sin (x ± ^) == 

— ^ (cos X ‘T i sin;r) (cos ?/ x sin ?/ ; 

== cos a; cos y T sin a* sin + i (sin x cos y 4: cos x sin y) 


und analog: 

cos (p ^y) — i sin {x ± y) = 

= cos X cos 4- sin sin ^ — i (sin x cos y + cos x sin ij ] ; 
daraus ergibt sich durch Suhtraktion und Addition: 

I sin (x ±y) = sin x cos y 4i cos x sin y, 

\ cos {x ±:y) = cos a: eos^ T sin x siny. 

Wir nehmen in (9) zunachst das obere Zeichen; ersetzen x durch 
— X und wahlen ^ = ^. Mit Rucksicht auf (6), (7) haben wir dann: 


( 10 ) 



= cos Xj 



= sin it?. 


Yiranti, Theorie der eindeutigen analytiaohen Funktionen. 


11 
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Setzen wir dagegen in der ersten der romieln (9; ^ — x 

lind nehnien wir abennals das obere Zeienen. so folgt mit Eiicksiclit 
auf i 10 : 

sin 'J = &in‘ c -0 cos-.r 

Oder, wegen » 7 : 

11 ) 1 = sin- ?* ~ eos-.r. 

Deninaeh ergibt sicb aus fur ein reelles v: 

= 1 


und folglicli fill* reelle h, v: 

;12; ^ 

Die ganze Funktion smx besitzt die Eigenschaften a), b), c); 
es bleibt nur noch zii untersnchen. ob sie fiir irgend einen komplexen 
Wert Ton x Terscli winder. 

Tor allem karm sinj* fiir keinen rein imaginaren Wert von x 
Null werden: setzt man namlieh it. wo f eine reelle GroBe be- 
zel clmet. so bat man: 


■2' 

/; = 0 


sin/t= > I'/'r^-* 


‘ ' /c = o ^ 


die letzte Reibe aber bat einen wesentlicb positiven Wert. Eine 
analoge Rechnung zeigt. da6 anch cos if nicbt NuU sein kanm 
Wir nehnien jetzt an, daB: 


sin ill -i- i v) == 0 

seij wo u und v re ell. r aber — 0 ist. Nacb der ersten der Formebi 
( 9j laBt sicb dann scbreiben: 

sinei cosic + cosu smiv = 0; 

nun sind sin?/, cos?£ und cos/r reell^ sinir aber ist rein imaginary 
folglicb muB: 

sin u cos i v = 0, cos u sin z r = 0 
sein; daraus folgt; da sin/r=^0y cos fr 4=0 ist: 

sin H = cos ii == 0. 

was mit (11) in Widerspmcb stebt. 
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Die XuUstellen der Funktion sinx* sind daher: 


± ^7 ± ± • ' *; 

7md die steigend geordnete Folge der absoluten Betrage der Ton 0 
Terse hie denen Wnrzein ist: 

.Tj :r, 2 ;t, 2zrj 3:t, • • 

Wir tmtersuclien nun, ob die in Frage stehende Funktion erster 
Klasse ist, d. b. ob es eine Zahl j) von der Art gibt^ daB: 

1 , 1 1 __ 1 

‘ 

konvergiert. Diese Reibe iafit sicb aucb sebreiben: 


>•-) 



— 1 * ^ . t 

Xun ist die Reibe ^ fiir jy = 0 divergent, filr p'>0 kon- 

vergent^'); der kleinste ganze Wert- von j>, der sie konvergent maebt, 
ist demnacb 1; wir konnen daber sagen, daB sin;r eine ganze Funk- 
tion erster Edasse und vom Range Eins ist. Ibr Ausdruck ist also 
durcb folgende Formel gegeben: 

^ X 

(13) sina- = JJ (l - 

A = -- oc 

WO g(x) eine zu bestimmende ganze Funktion ist und der dem Zeiehen 
n binzugeftigte Strieb anzeigt^ daB in dem Produkte der /^ == 0 ent- 
spreebende Faktor feblen soli. Da das Produkt reebts absolut kon- 
vergent ist, so konnen wir die Faktoren in beliebiger Weise ordnen; 
im besondem konnen wir diejenigen paarweise vereinigen und mit- 
einander multiplizieren, die gleicben und entgegengesetzten Werten 
von h entspreeben. Wir erbalten damn: 

3C 

(14) sin J5 JJ (l - . 

Es bleibt nur noeb die Funktion g{x) zu bestimmen. Man bilde 
zu diesem Zweeke aus (13) mittelst (5) des vorigen Artikels: 


t) Cesaro-Kowalewski, a. a. 0., S, 120 n. 139. 


11 
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ri5 ; 


c‘Osr/r , 1 X 

q 'X -r- X 2 ^ -- 

Binx ‘ :x}> f' — 7C 


f 1 1 ' 

= r/',^-v~ ., -r Z 

WO der Strich. dieselbe Bedeubins: iiat wie Torher; oder auch: 


cosx 

sinx 


== fl iXi 


X 

, 

7Z 

a = 1 

Ji [x — rr 1}] ' 


'JL 


1 


■2^h 

,r 

k X® — 


■i-1 



X 


1 


T 1 

X 

X- — 7C-h‘-> 


T:h)_ 


A = l 


wofiir man auch sehreiben kann: 

cosx _ . . . , 1 , 1 

sinx ^ ‘ X ^ ^ 

A = — a: 

1 

oder, indem man das Glied unter das Smnmenzeichen nimmt und 
demnach den Strich fortlaBt: 


cos 4 ! 
sinx 


= /•<> + a’ 

.1 — — ac 

daraus ergibt sich: 

( 16 ) g\x)^T-^^X y i 

A = — 3C 

Bedenkt man, dafi sinx eine ungerade, eosa; eine gerade Ftmktioii 
ist, so folgt daraus unmittelbar: 


g'(— x) = - g'{x), 

folglich g ( 0 ) == 0 ; somit ist g (x) das Produfct aus x und einer ganzen. 
Ftmktion Jc{x): 

g'{x) = irA-(j;). 
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Aus « 15 , ',16* geiien also folgende Formeln liervor: 




‘A 

co%x 1 1 

xainx 7th x — Tth 

A = — X 


-X 


cos X 

1 

yr 

7t [Ji(x — 7th h{x 7th J 

/i = 1 " 

X hin X 

X- 

cos J 

X 

2 

1 

.i* sin X 



A = - a 


Setzen wir x=^ti-riv und lassen wir t durch. positive Werte 
imendlieli werden^ so erhalten wir fs. Gl. 12-): 


lim 


■ = lim 






Lassen wir dagegen v dnrcli negative "Werte nnendlicli werden^ 
so erLalten wir: 


lim 

<r = — sc 


COS 'll + / i-V 
bin ' t( i V) 


Man hat also in beiden Fallen: 


{ 18 } 


lim 

r 5= a 


COS [ii iv> 
ni -f 1 sin ’U -f- i v) 


= 0 . 


Andrerseits ist: 


; 1 

hfu -f- 2 1 ' — 


1 

hyin h — uf r®’ 


da nun fiir zwei beliebige reelle GroBen a, h die Beziehnng gilt: 

+ 2aij 

so folgt darans: 

^ ' < ^ 

h(u-l-tv~7ch) -~}iy2 V 7ch — u' 


Nun ist aber^ wenn !(<0 ist^ -- u> ich Ji] ist dagegen 
w > 0, so kann man h stets so groB nehmen, daB Tcli — u^h wird. 
Darans exgibt sich fur jedes It, das groBer ist als eine bestimmte end- 
licbe Zahl n: 


< 


h(u + iv — 7 th) * == y2^T 



166 Zweiter Teil. Ailgememe Theorie der analjtischen Funktionen. 


Analog ist: 


1 

h Ui — i r -y- nr// 


folglich: 

. 1 „ 

I k u iv — rzh h 


< 


y*2 


i 

i r 7th 


< 


woraus sieh ergibt: 


7 



7 




2 U 

= « 4- J 



__ J: 

h u i c 


< 


7th J == 


,?7 2 i 

K ^ /i = « -f- 1 ' 


Die Reihe auf der recliten Seite ist aber fs. oben) konvergent^ 
mithin ist: 


X 



Es ist femer klar, dafi sich anch die n ersten Glieder der Summe 
der Xuil nahem. 

Demnacli folgt aus (.17 in Verbindung mit (18'l (19): 

( 20 ) lim /:fn -7- /r; = 0. 

r = 3 a 

Wir schreiben nun (15) in folgender Form: 


CO'S JJ 

sin u‘ 



= — X 


wo 6^^ ~ ^ fiir ]i und 0 fur h = 0. 
a’ — 2 Tty so gewinnen wir folgende Form el: 


^.j7 

Ersetzen wir x durcb 




■ 'l7t. 


-2 


ej. 


Oder, indem wir Ji mit Ji 2 Tertauschen und beacbten, daB sin^r und 
cosx die Periode 2:t baben: 


X 

(j* + zjtj = - — > 

sma: dx—7t 


Das Summenglied sich auch: 


2 [?ArA + 

k— — x 
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sehreibeiij weil ja damit niclits weiter gesdaieiit, als daB die unendlicn 
vielen GroBen ■ ^ , mit den unendlich vieien GroBen 0. auf eine 

verschiedene Weise vereinigt werden^ ohne daB der Wert dieser letz- 
teren verandert oder eine von ihnen weggenommen ocler hinzugeftigt 
mrd. Man hat dalier: 


oder: 

oder an eh: 


(f(x -r 2.^:; ^ 

(x + 27t)l:{x = xlc(x), 


i. 21 ) ]c(x ±27C \ ^ ^ 7t i> i. 

Setzt man also in (20 j ii <i2:x voraus, so ergibt sieh aus 
Formel (21 j, daB sie tur u < 4:r, n < G:r usw. ghltig ist. Man 
darf also schreihen: 

limZ.*u*) = 0, 

j:= a 


und daraus laBt sich in der Weise des Art. 170 ableiteii., daB k x ^ 
eine Konstante ist^ die notwendig Null ist. Daraus folgt, daB f/'ix^ 
ebenfalls XuU ist, und daB mithin (/(xj und tblglieh auch ^ kon- 
stant ist Bezeichnet man diesen Wert von e'^ mit L\ so erhalt 
man aus il3): 


mithin: 


sin re 
X 



X 



sm.r ^ 
lim — == C. 

x = 0 ^ 


Nun folgt aber endlich aus (1), daB diese Grenze 1 ist: mithin 
ist C = 1 und: 


smar 


-m(i 


X 




\ 


212. Als zweites Beispiel wollen wir die gauze Funktion 
bilden, welche WeierstraB zur Grundlage der Theorie der elliptischen 
Funttionen gemacht hat. Sie hesitzt folgende Eigenschaften: 


Ij Gegen den allgemeinen Gebranch, nach. dem die Argnmente der Funk- 
tionen in fflammem eingeschlossen werden, wollen wir cx\ v>a: sclireiben. 
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a; Sie ist imgt^rade: 

b'^ Sie hut die emia^.'hen Xulistellen: 

-r- 2/^G?2* 

WO w und alie ganzzahligen Werte Ton — tc zu ^ tx: miabhangig 
Toiiemander dureUanfeii und co^, ©o GroBen sind, deren Terhaltnis 
nicht reel! ist: 



FiJ. -1. 

e Ihre erste Ableittmg hat im Aniangspunkt den Wert ihre 
dritte Ableitiing wird in demselben Pxmkte XuU^); 

d* Sie geniigt^ wem zwei you abhangige Kon- 

stanten sind, identisch den folgenden Beziehnngen: 

^ j ( 6fx “T = — €-^>i^6X, 

^ 1 6(x 2ai^j == — 

behen wir vor alleni zn, ob eine Fnnktion ersier Klasse ist. 

1 Eg ist fast aberdils-ig, daran za eriimem. daB alle Ableitnngen gerader 
Ordnuag der Function cj,r, als ungerade Fmiktionen, im Aiifaiigsptinkte ver- 
sehwinden 
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Zeichnen wir die Parallelojpiimme, weiche bezielientlich die Eckeu 
in i 2^2? i m lii haben, so werden 

sich alie tou 0 Yersehiedeneii Xullstellen yon t?./‘ auf uen ITiiitaiigeri 
dieser Parallelogramme bejfinden. und zwar genau S auf denijeuigea 
des ersten, 16 aut dem des zweiten, 1^4 auf deiii des dritten usw. 
Wir woUen die ersteren mit ^1,2? ‘*'7 zweiteu luit 

^2,37 ^2, a 7 ‘ dritten mit u-, *•% bezeichnem 

Xennen wir nodi JI den groBten^ w den kleinsten Abstand des An- 
langspunktes vom Lmfang des ersten Parallel ogramms, so baben wir 
fiir alle TNerte, die r in den einzelnen Pormeln annebnien kann: 

b 31 ^ Ob ^ ^ 3 fH , 


folglicb allgem ein, wenn wir mit cc irgend eine positive Zahl, mit k 
irgend eine positive ganze Zalil bezeiclinen: 

-J— < 1 

rjr“= aA,..,'-' = 

und^ indem wir von / ~ 1 bis r = 8 A* summieren: 


■Sfc 

8 ^- ^ 'V_L„ <_ 1 L. 

Oder auch: 

8* 

A_L.< V.JL <1^ _ i 

J/« 7,^-1 = ^.a-l 


Lassen wir k von 1 bis cc variieren und summieren wir die eut- 
spreebenden Ungleichungen, so erhalten wir als mittelsten Ausdruck 
die Summe der reziproken a-ten Potenzen der absoluten Betage der 

XiiUstellen, eine Summe, die wir in iiblicber Bezeichnung 
scbreiben konnen. Wir erhalten demnach: = t 


_8_ ^ 1 < ^ 8^1 

3 /^ 1 ^ H 

3 : 1 

Xim ist, wie im vorigen Artikel erwaknt, ^ immer und 

h~t ^ 

nur dann konvergent, wenn cc — li>l, d* b. wenn a >2 ist 5 man wird 
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1 ?' 


1 

da^^^elne mitnin von "V ^ ^ - satren konnen. Folglicii ist 2 die kleinste 
’ =1 

ZaM p, xvelche ^ ^ konvergent macnt^ d. ii. ax ist eine 

Fimktion erster Klasse und vom Range Zwei. 

Setzt man znr Adklrzung: 

~ -Inoi, = 

SO liat man deninach: 



xvo [I X eine zu bestiiiiniende gauze Fnnktion ist und der dem 
Zeieheit FI bHigege]*ene Strich anzeigt. da6 »/, n alle Werte von 
— rds — mit AussehluB des Wertepaares m = 0, n = 0. 
uanehnien k">mien. 

Bt^vor vrir zar Besrinimung von fj X) schreiten. moge noch eine 
Bemerknug Piutz tinden. Setzen wir: 






so erhilit man aus 1« dnrcli Dilierentiation und Division mit (1): 

'Hi .r - w, ■ = - 2 (h = 1, 2 1, 

nnd daraiis durch noelimalige Differentiation: 

i 4 ===y>a, y/,g'-p 2 cd^J = y/.r t/i = 1^2). 

AnEerdem sieht man ieiehr, daS nnd nngerade Fnnktionen 
sind, y>a aber eine geraue Fnnktion ist. 

Man Fat demiiuen au;^ 2j vgl Art. 210): 


t5 


fi 1 j' ' 


1 



1 


^mn 





(6 

H 


— y/r == -r 




c 




r{x) + 2^ 


1 


1, Es sei darauf iim.;?ewieseii. dafi tmd ^?x keine ganzen Pnnktionen 
sind. Es sind meromorplie Fnnktionen s. welter imten Art. 248), d. h. solclie, 
die in endiicher Entferniuag keine andem Singularitaten kaben als Pole. 
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indem in der letzten Summe ziigleir-h das deni Wertepaare yn = h 0 
entsprechende (ilied 7^ einbegriffen und demnaeh der Strich weg- 

gelassen worden ist. Bezeichnen wir diese Summe mit Sfrj, so iiber- 
zeugen wir uns leicht^ daB: 

Six 4- = Six ^ '7/ = 1 , 2 1. 

Es ist rLiimlicli: 


S\x -T 2 




■ 1' CQj 2 N UJ^ Y‘ 


nun variiert aher^ Trenn yyi von — ">c bis -r~ ^ yariiert, auch yyi^ — 1 
zwiscben denselben Grenzen, folglicE kann man sehreiben: 


S(x 




* ; -2 m 03, — 2h 




Analog beweist man., daB ^ i == ist. 

Aus < 7 \ folgt mitbin mit Riicksieht auf die zweite der Formeln 4 : 

ff " + 2 — (f'" \x\ = 1 , 2 . . 

Diese Gleicbung besagt, daB g"(x) in den entsprecbenden Punkten 
der Terschiedenen Parallelogramme des in Fig. 4 dargestellten, sieh 
liber die ganze Ebene erstreckenden Xetzes, dessen Knoten samtlie'he 
Punkte sind^ stets wieder denselben Wert annimmt. Xun besitzen 
aber, weil g''(x') eine ganze Funktion ist^ die absoluten Betrage der 
Werte, die sie innerbalb eines einzelnen Parallelogramms erbaltj ein 
endlicbes Maximum 3/; daraus kann man sclilieBen^ daB der absolute 
Betrag Ton g'^ix) in jedem beliebigen endlicben Teile der Ebene den 
Wert M niemals iibersteigt. Darans leitet man in bekannter Weise 
(rgl Art. 170 1 ber, daB g'"{x) konstant ist. 

Da femer: 


s(~ -2i 




-■ = ~2r. 


4" 2 m (i3^-^’2n cug 


ist und n durcb ~ — n ersetzt werden konnen (da ja, wenn 

mj yi Yon — oo bis 4- cxd variieren, aueb — , ~ ?? innerbalb der- 

selben Grenzen variieren), so ergibt sicb: 

S(— a;) = — -----2 — . = _ 

^ ^ XLJ — 2'm(3Di — 2w(02i® 

beacbtet man auBerdem^ daB x) = — p'(x) ist, so folgt aus (7) 

g"\-x) g"\x). 
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ISTun ist aber g'"ix) konstant; folglich muB es notwendigerweise 
Null seiii; und man bat^ wenn man mit A, B, C nock zu bestimmencle 
Konstanten bezel chnet: 


= 2Aj g'(x) = 2 Ax + B^ g{x) = Ax^ + Bx + C. 

Die Pormel (5) laBt sick sckreiben: 


( 8 ) 






Ersetzt man x durck — x, so ersiekt man durck Wiederkolung 
des soeben angewendeten Verfakrens, daB die Reike auf der reckten 
Seite das Vorzeicken weckselt; beriicksicktigt man fernery daB ^x eine 
ungerade Funktion ist^ so folgt 0 x) = — g {x) oder: 


^ 2 Ax + B^~ (2 Ax + B), 


woraus sick ^ ~ 0 ergibt^ und scklieBlick: 


g'(x) == 2Axj g(x) = Ax^ + C. 
Die Formel (8) liefert uns sodann die weitere: 


(9) 






Setzen wir: 




so ergibt sick aus (9): 

(10) r(0) - 2 A. 

Nun ist; 

^, 7 ^ = - - - (— V= - — 

^ ® \gxJ 6^X 

folglick wegen (6): 

(11) + + ..‘j- 

Die linke Seite laBt sict sclireiben (Art. 147): 

." 0+^^."'0 + |lcxro + |!, ro +... 

,0 + |,< r '0 + |!„"0 + |!< i "'0 + ... 



Syst. Behandl. d. anal. Funkt. G-rundeigenscliaffcen d. ganz. transz, Funkt. 173 
Oder aucli, wenn man bedenkt^ dafi: 


ist: 


aO = == = 0, a'O = 1 


3! 




3! 




_ + _^Ko+... x + _,ro + ... 

sie verscliwindet also fiir x = 0; man erbalt deskalb aus (11) mit 
Rucksicbt anf (10): 

0 = 6J. 


oder^ J. = 0, und g(x)^ mitbin aucb reduziert sicb anf eine Kon- 

stante* Bezeicbnet man den Wert von mit D und beacbtet man, 
daB (Art. 147): 


GX 

X 






ist, so daB — = 1 wird fiir x^O, so ergibt sicb aus (2), daB i) = 1 
sein muB. Man bat demnacb scbbeBbcb: 



a? ^ 

e^mn 24 ^ . 


213. Der Satz von WeierstraB ist nacb verscbiedenen Ricbtungen 
verallgemeinert worden. Es mogen bier einige der Untersucbungen 
angegeben vT-erden, zn denen er Veranlassung gegeben bat: 

Bildung einer Funktion, die als wesentbcb singulare Pnnkte alle 
Punkte einer Kreislinie besitzt und deren NuUstellen innerbalb der- 
selben liegen^); 

Bildung einer ganzen Funktion, die in gegebenen Punkten vor- 
gescbriebene Werte annimmt^); 

Bildung einer doppeltperiodiscben Funktion mit gegebenen 
Nullstellen, die in jedem primitiven Parallelogramme einen einzigen 
wesentlicb singularen Punkt besitzt^); 

Bildung einer eindeutigen Funktion eines analytiscben 
PunkteS; die einen einzigen wesentlicb singularen Punkt und unend- 
licb viele gegebene Nullpunkte bat^); 


1) Picard 375. 

2) G-azzaniga 165, Stackel 463. Ygl. a. Sobering 441, 

3) Appell 5, Pascal 368, Cazzaniga 115, 117. 

4) Appell 6. 
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Ableitung des Satzes Yon WeierstraB als besonderen Falles atis 
dem yerallgemeiiierteiL Mittag-LejBflerschen Satze (woyou weiter unten 
die Rede sein wird)^). 

In einem gewissen Zusammenkange mit dem Satze von Weier- 
straB steht folgende Aufgabe^)^ die freilicb. keine eigentliche Verall- 
gemeinerung desselben darstellt: Gegeben sind zwei Mengen Ay JB 
Yon reellen oder komplexen Werten^ Yon denen die erste abzablbar^ 
die zweite in der ganzen Ebene liberall dicbt ist; es soil eine in der 
ganzen Ebene existierende analytiscbe Fnnktion gebildet werden, die 
fiir alle Werte der Variabeln, die der Menge A angeboren, der 
Menge JB angekorige Werte annimmt. 

Bemerkenswert ist ancb der folgende Satz^): Ist eine Menge you 
GroBen c. gegeben, die der Bedingung des Art. 206 geniigen, so laBt sich 
durcb geeignete Wabl Yon g(x) (Art. 209) eine ganze Fnnktion, die 
als einzige Nullstellen die besitzt, so bilden, daB die sie darstellende 
Potenzreibe nnr komplexe rationale^) Koeffizienten besitzt; sind ferner 
die GroBen reell oder paarweise konjngiert, so laBt sich die Fnnktion 
derart bilden, daB sie lanter reelle rationale Koeffizienten hat. 

XJntersncliTing der ganzen Funktionen^)* 

214 . Unter dieser Uberschrift fassen wir eine Reihe Yon Unter- 
snchnngen znsammen, die ihren ersten AnstoB dnrch Laguerre 
empfingen nnd die mehr oder weniger nnmittelbar daranf abzielen zn 
erforschen, ob nnd inwieweit fiir die ganzen transzendenten Fnnktionen 
die bekannten Eigenschaften der Polynome Geltnng behalten. Einige 
dieser Untersnehnngen sind, anBer in einzelnen der bereits S. 51 an- 
gefiihrten Werke, in Arbeiten Yon Bassi®), Marx^) nnd Pizzarello^) 
systematisch dargestellt worden. 

215 . Eine einfache Fnnktion ist Yollstandig bestimmt, sobald 
ihre NnllstelLen gegeben sind; folglich miissen die Koeffizienten ihrer 
Entwicklimg in eine Potenzreihe lediglich Fnnktionen nnd zwar sym- 
metrische (transzendente) Fnnktionen ihrer Knllstellen sein. Die Be- 
stimmnng der Form solcher Funktionen bietet keinerlei Schwierigkeit. 

1) Casorati 113. 2) Stackel 462. S. auck Niccoletti 336, 

Stackel 460, 461. 3) Hnrwitz 210. 

4) Als komplexe rationale Zaklen bezeicknet man die Zaklen 
”wenn in iknen a und h rational sind. 

5) Bassi 17, 18, 19, Gesaro 118, 120, 121, Desaint 129, Hermite 202, 
Laguerre 236, 237, 238, 239, 240, Pinckerle 385, De Sparre 469, Yivanti 
493, 499, 504, 505, Witting 521. 

6) Bassi 17. 7) Marx 299. 8) Pizzarello 394. 
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Setzt man in Grleiclinng (5) des Art. 210 p nnd: 

CO 

A = 1 

ferner: 

00 

<?(«) ~ = 1 + aja; + + • ■ •, 

SO hat man: 

ci‘^ '2(i,^x -j- Sct/^x^ -f* * * • == 

= — (1 + a^a; + H )(Sp+iO(^ + 8^+32^+^ + )? 

daraus ergibt sich: 

<3^1 = ^2 = • • • = = 0^ 

(-^ + 1 ~ ^J3 + 1 ^ (p ~l” ^ 3 ? 4- 2 ~ -j- 2 ; * * * ? 

(2p + 1) ^2^7 + 1 ^ ^2^3 + 1^ 

(2p + 2) <^2^+2 ~ '^2^7 + 2 ^i7 + l^j3 + l; 

(2p 4“ 3) <^2^7 + 3 ~ ^2^7 + 3 '^j 9 + 2 ^37 + 1 ” ^374-1 ^^>4-2 ‘ ‘ ‘ 

Gleichimgen^ die samtliche der Reihe nach zu bestimmen gestatten. 

216 . Wird auf die komplexe Variable x eine ganze 
lineare Substitution: 

(1) X ~ Ay + -B 

ausgetibt, so verwandelt sich jede JSTormalfunktion von der 
•Hbhe p in eine Funktion derselben Bescbaffenheit. 

Es sei: 

2— 

(2) f{x) = JTJ fl - i") ^ = 

/i=^ ^ 

1 

eine Normalfunktion von der Hohe p, so daB 2 ] — i^TT konvergiert^ 

00 ^ h-l \ 

2 r — divergiert^ und g{x) ein Polynom ist von nickt hokerem Grade 

A = 1 i ^ 1 

als p. Mittels der Substitution (1) verwandelt sick (2) in eine ganze 

Funktion (p{y) von y, deren Wurzeln 2, • • •) und — 

sind^ von denen die letztere ^-fack ist. Es laBt sick zunachst be- 
weisen^ daB von den Reiken: 
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CO 






CO 



1 




— By’ 

~A~~) 


wOf wenn B ist^ das r-te Glied ausgesclilossen bleiben muB, die 
erste absolut konyergiert, die letzte nicbt. 

Offenbar konnen wir anstatt dieser Reihen die beiden folgenden 
in Betracht zieben; 


Nimmt man 6 wiUkurlicb., so laBt sick stets eine Zahl n yon 
der Art angeben^ daB fiir jedes h > n: 



ist; man bat dann fiir dieselben Werte yon h, wenn o' < 1 ist: 


2 ■ 




folglicb; wenn man mit g irgend eine Zabl bezeicbnet^ die gToBer 
nls n ist: 



A = ro + 1 



Zt =5 W + 1 


1 

C;^ — B |^> + 1 ^ 


^ I cji> 2 I e, — B |i> ’ 


h = n-^l I 


h-n-frl I 


damit ist die Bebauptnng erwiesen. Die Punktion ist demnacb 
yom Range daber ist ibr Ansdruck: 




(i + II (i - 

Man bat folglicb: 


■Bf 




^g(^Ay B) 




=1 K = 
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und daker kat der Ausdruck: 


Jgm (A!/+B)-l(i/) Jl H 


c,~B At 




(Ay + B)^ 

n ^ 


h=i 

den Wert 1. Daraus folgt, daB sick Z(^) und: 


( 3 ) 




h=l k=l 


’(Ay + Bf 








nur nm eine Konstante untersckeiden. Mitkin ist l(y) Yon nickt 
kokerem Grade als ^9, also (p(y) eine Normalfunktion von der Hoke p. 


217. Ist im besondern JB == 0, so ist: 

CO ^ yA 

<p{.y) = JJ (l “ 4^) ’ 

und man findet unmittelbar bis auf eine additive Konstante: 

l(y)==g{Ay). 

Also: Die Substitution: 


( 1 ) 


x^Aij + B, 


wo jB=l=0^ transformiert im allgemeinen eine einfacke Funk- 
tion vom Range p > 0 in eine nickt einfacke Funktion; da- 
gegen verwandelt die Substitution: 

X = Ay 


eine einfacke Funktion wieder in eine einfacke Funktion. 

Fiir B = 0 verwandelt die Substitution (1) eine einfacke Funktion 
wieder in eine einfacke FunktioU; was auck B sei. 

Fiir p = 1 gibt es unendlick viele Werte von Bj fiir die die 
Substitution (1) diese Eigensckaft besitzt. Setzen wir namlick in dem 
Ausdruck (3) des vorigen Artikels g(x) = 0 und^j = 1, so finden wir, 
daB sick l(y) und: 



Ay + B 


Ay \ 


nur um eine Konstante voneinander untersckeiden. Der letztere Aus- 
druck kann aber auck: 

Vivanti, Theorie der eindeutigen. analytisclien !Pitiiktionen. 


12 
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00 



gesclirieben werden; damit sich l{y) anf eine Konstante reduziert^ muB 
folglich By das you ISTuli verscliieden vorausgesetzt ist^ der Gleichung: 

cc 

y L.,__=o 

geniigen^ also (s. Art. 210^ (5)) eine NuUstelle yon f{x) sein 

218. Sind bei zwei ganzen Funktionen die entsprecben- 
den Eoeffizienten ibrer Entwicklungen konjiigiert^ so sind 
anch ikre Eullstellen konjugiert. 

Es sei: 

Zfi 

/■(^) = 2 

h -0 

eine ganze Funktion, x a -j- eine ikrer Nullstellen. Ersetzen wir 
X dnrcb. seinen Ausdmck und trennen wir den reellen und den imagi- 
naren Bestandteil^ so kaben wir: 

0 = 5)S(a,/3) + iCl(a,/3), 

WO £l(UyV) Potenzreilien der beiden reellen Variabeln w, v 

mit reellen Koeffizienten sind, die fiir alle endlichen Werte dieser 
Variablen konvergieren. Daraus folgt: 

5p(«,/3) = 0, DK^) = 0. 

Bezeicbnen wir mit die zu konjngierte GroBe und setzen 
in dem Ausdruck: 

CO 

^=0 

X = a — so ergibt sick offenbar: 

f(a - i§) = 5]3(«, = 0, 

was zu.beweisen war. 

219. Aus dem yorstehenden Satze folgt: Wenn die Ent- 
wicklung einer ganzen Funktion lauter reelle Koeffizienten 
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liat^ so sind die Nullstellen der Funktion reell oder paar- 
weise konjiigiert 

Umgekelirt: Hat eine einfache Funktion erster Klasse reelle 
Oder paarweise konjugierte ITullstellen^ so sind die Koeffi- 
zienten ihrer Entwicklung reell. 

Hat eine Funktion zweiter Klasse reelle oder paarweise 
konjugierte Nullstellen^ so sind die Koeffizienten ikrer Ent- 
wicklung reell; sobald der auBere Exponent Null ist und 
die den konjugierten Nullstellen entsprechenden Konyer- 
genzzaklen einander gleicb. sind (was man jedenfalls yoraussetzen 
darf; da ja die Konyergenzzahlen lediglicli von den absoluten Betragen 
der Nullstellen abhangen und zwei konjugierte Nullstellen deiiselben 
absoluten Betrag baben). 

220. Besitzt eine ganze Funktion mit reellen Koeffi- 
zienten mebr als eine reelle NullstellC; so ist zwiscben je 
zwei aufeinander folgenden reellen Nullstellen eine un- 
gerade Anzabl reeller Nullstellen ikrer Ableitung entbalten 
(Satz von Rolle). 

Es seien ft, ^ zwei aufeinander folgende reelle Nullstellen der 
ganzen Funktion f{x) mit reellen Koeffizienten; wir woUen sie der AU- 
gemeiiiheit wegen als mebrfacb und zwar beziebentlich yon der Ord- 
nung Q, 0 yoraussetzen. Wir baben dann (Art. 173): 

/■w=rw = ---=/<^-%) = o, 

f(v) =f'(v) = ---= = 0, 

folglicli (Art. 147): 

fix) = (a; - + •••], 

fix) vy[^^ f(^\v) + + •••]; 

daraus ergibt sicb: 

fix) = ix- +•■•]; 

fix) = ix- + + ...], 

12 * 
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und folglich: 


f(^) 





-~T, (") + 


( 5 - 1 )! 




( 5 + 1 )! 




(x) 

Man ersieht daraus, dafi der Quotient sowohl in [i wie in 

J\X) 

V einen einfachen Pol besitzt^ wahrend er offenbar in dem ganzen 
Interyalle ftv endlich ist. AuBerdem strebt er, wenn x sich ^ yon 
recbts nahert, der Grrenze + cx:>; wenn x sich v yon links nahert, der 
Grenze — cjo zu. Daraus folgt (Art. 102), daB er und folglich auch 
f(x) in dem InteryaUe fiv eine ungerade Anzahl yon Malen yer- 
schwindet. 

Es ist zu hemerken, daB der Beweis fiir jedwede analytische 
Funktion f{x) gilt, die in eineni das Interyall enthaltenden Be- 
reiche regular, in alien Punkten des Interyalles selbst aber — mit 
Ausnahme der Endpunkte, in denen sie Null wird — reell und yon 
Null yerschieden ist. 


221 . Wir fiihren hier eine Anwendung des liolleschen Satzes 
an, die uns weiter unten forderlich sein wird. 

Ist f{x) eine ganze Funktion mit reellen Koeffizienfcen und sind 
p, q zwei reelle Werte, so ist der Ausdruck: 

F{x) = {p - q)flx) + {q- x)f(p) + {x -p)f{q) 

eine ganze Funktion (Art. 201), die im x ^ p und fur x == q Null 
wird. Es gibt demnach zwischen p und q mindestens einen Wert 
yon Xy fur welchen die Ableitung verschwindefc. Nun ist (Art 166, 167): 

F'(x) = {p — q) f(x) - f(p) + f{q), 

mithin: 

{p - i) r(«o) - f{p) + fiSL) = 0, 
woraus sich ergibt: 

D. L: Sind irgend zwei reelle Werte p, q gegeben, so ist 
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minclestens ein Zwiscbenwert YOrhanden^ in welcliem f {}C) 

den Wert des ZuwachsverMltnisses annimint. 

2 — P 

Betracliteii wir bocIl eine Folge dieser FormeL ISTehmerL wir aH; 
f{x) yerbleibe^ wahrend x nacb positiven Werten unbescbrankt zu- 
innerlialb endlicber Grenzen (wie es z. B. bei der Punkiion 
sin^r der Fall ist)^ so kann bei beliebig groBem^ aber festem p der 
Wert Yon g stets so groB genommen werden^ daB f (x^ beliebig Hein 

ausfHlt; ist namlich \f(x)\ ^ Ay und bezeichnet 6 eine beliebig Yor- 

* 2 A, 

gegebene GroBe^ so branekt man nur: ^ >^9 + zn nehmen^ 

damit ^(xq) < sei. Daraiis folgt, daB, wenn sich f\x) tiberhaupt 
einer Grenze nahert, diese Grenze nnr Null sein kann, D. b.: Yer- 
bleibt die Funktion, wahrend die Veranderliche nach reellen 
positiyen Werten nnbesckrankt zunimmt, innerhalb end- 
licher Grenzen, so nahert sich ihre Ableitung entweder 
keiner bestinimten Grenze oder hat den Wert Null znr 
Grenze. 

333. Hat eine bestandig konYergente Potenzreihe mit 
reellen Koeffizienten eine endliche Anzahl r yon Zeichen- 
wechseln, so ist die Anzahl der reellen positiyen Nullstellen 
der dnrch diese Reihe dargestellten ganzen Funktion ent- 
weder r oder urn eine gerade Zahl kleiner als r (Satz YOU 
Descartes). 

Der Satz gilt offenbar fur r = O5 mithin gentigt es, ihn durch 
vollstandige Induktion zu beweisen. 

Da die Anzahl der Zeichenwechsel endlich ist, so liegen sie samt- 
lich zwischen und einem bestimmten Koeffizienten yon diesem 
an haben alle Koeffizienten dasselbe Yorzeichen, das wir als positiy 
yoranssetzen dtirfen. Daraus folgt, daB, wenn }> eine Zahl bedeutet, 
die groBer ist als samtliche positiyen Wurzeln der algebraischen 
Gleichung: 

® i 

A = 0 

f{y) positiy ist* die positiyen Nullstellen yon f{x) sind mithin ins- 
gesamt kleiner als ihre Anzahl wird demnach endlich sein. Be- 
zeichnen wir diese Anzahl mit 0, so gibt es fiir jede beliebige ganze 
Zahl cc nur d positiye Nullstellen der Funktion: 

/ \ f(^) 


X 
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IN’acli dem Satze des vorletzten Artikels mufi es folglich 
stens 6 — \ positive Nullstellen der Funktion (paix) geloen. Nun ist 
(Art. 168): 

; 

man darf daher bekaupten^, dafi die gauze Funktion: 

00 

= xf{x) - Cif(x) = ^ (/^ — a) a,^' 

A = 0 

mindestens 6 — 1 positive Nullstellen besitzt. 

Wir nebmen nunmebr an, in der Funktion f(x) finde ein Zeichen- 
wecbsel zwiscben und statt, und vergleicben, nachdem wir 

a == t gewablt, die Reibe der Koeffizienten von f(x): 

(1) <^07 ^'t+2) 

mit derjenigen der Koeffizienten von 

(2) (t 1) Ci'^y ' ' ') ^7 ^^i + l7 -^^ + 2? ■ ■ '• 

In dem Teile der Reibe (1), der von % bis gebt, und in 
dem entsprecbenden der Reibe (2) gibt es eine gleicbe Anzabl von 
ZeicbenwecbseLn; ebenso in dem Teile der Reibe (1) von an und 
in dem entsprecbenden der Reibe (2). Dagegen entbalt der Teil 
Reibe (1) zwei oder einen Zeicbenweclisel, je nacb- 
dem und dasselbe Vorzeicben baben oder nicbt; entsprecbend 
besitzt der Teil — 0, der Reibe (2) einen oder gar keinen 

Zeicbenwecbsel. Die Anzabl der Zeicbenwecbsel voix betragt 

daber r — nebmen wir den Satz flir r — 1 als bewiesen an, so ist 
folglicb ^ — 1 < r — 1, woraus sicb 6 ergibt. 

Die Anzabl der positiven NuUstellen von f(x) kann also r nicbt 
iibersfceigen. 

Beacbtet man, dafi der Wert von f{x) im x gleicb ist, 
und dafi, wenn x dem Werte + oo zustrebt, f(x) dem Werte ± oo 
zustrebt, je nacbdem ^ 0 ist, so scblieBt man leicbt, daB die An- 
zabl der Zeicbenwecbsel und die der positiven NuUsteUen entweder 
ubereinstimmen oder um eine gerade Zabl sicb unterscbeiden rniissen. 

233. Der Rollescbe Satz nimmt fiir Polynome folgende biindigere 
Gestalt an: 

Zwiscben zwei aufeinander folgenden Wurzeln einer 
algebraiscben Gleicbung mit lauter reellen Wurzeln gibt es 
eine und nur eine Wurzel der abgeleiteten Gleicbung. 

a O 
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Daraus folgt unmittelbar der weitere Satz: 

Sind alle Wnrzeln einer algebraisclien Gleicbung reell^ 
so gilt dasselbe fur die Wurzeln der abgeleiteten Grieicbung. 

Piir ganze transzendente Funktionen ist die zweite Eigenscbaft 
keine notwendige Folge der ersten. Ja^ nocb mebr^ diese Funktionen 
besitzen im allgemeinen weder die eine nocb die andre Eigenscbaft. 

Was die erste Eigenscbaft betrifft^ so mag bemerkt werden, daB^ 
■wenn f\x) eine fur = 0 nicbt verscbwindende einfacbe Punktion 
Tom Range > 1 ist, f\x) im Anfangspunkte eine mebrfacbe ISTull- 
stelle j^-ter Ordnung bat; setzt man also die Nullstellen von f(x) als 
reell voraus, so liegen zwiscben der niediigsten negativen und der 
niedrigsten positiven Nullstelle sicberlicb p (zusammenfallende) Null- 
stellen der abgeleiteten Fiinktion f\x). 

Was die zweite Eigenscbaft anlangt, so geniigt das Beispiel der 
Punktion: 

fix) == sin x^ 

die lanter reelle Nullstellen hat, wabrend ibre Ableitung: 

f'ix) = [cos j:: + sin x'\ 

die imaginare Nullstelle x = 0,771 • • • « besitzt. 

Es ist desbalb angezeigt zu untersucben, in welcben Fallen die 
erwabnten Eigenscbaften aucb transzendenten Funktionen zukommen. 
Wir werden diese Frage in den folgenden Artikebi bebandeln. 

224. Ist fix) eine einfacbe Punktion mit lauter reellen 
Nullstellen, so liegt zwiscben zwei aufeinander folgenden 
Nullstellen derselben von nicbt entgegengesetztem Vor- 
zeicben^) nur eine Nullstelle von fix). 

Es sei: 

cx> 

wo samtliclie c,, reell sein mogen; es folgt: 

f{x) X ^ clix-c,} 

1) In dieser Fassung ist zugleicb der Fall einbegriffen, dafi eine der beiden 
Nullstellen Null ist. 
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Sind iLt, V zwei reelle Wnrzeln von f\oo)j so ist mithin: 

. -L -1- ^ J = 0 


- _L "V i!: = 0- 

durch Addition und Subtraktion ergibt sick daraus: 


->-rr?T-i“ + (f^ + ^)2; 




CO 

_2 Y ^ 

— r 






+ c« - 2 




Ans der letzten Gleiclinng erhalt man: 


^ ^ ^ Cj) (»'— cj 


Jljl 

« + l> + l + .u^- ‘v + • • • + + r?-) 

ft 1 


iind durcla Einsetzung in die erstere: 




= + i ^ ^ - (/i + v) (ft? + u^'- -I f- 1 -j_ „i")] 

w 

= — + — b i^vp-^ + vp-^). 

Wir nehmen nim an, [.t, nnd v fielen zwiscben zwei aufeinauder 
folgende Kullstellen von f(x). Dann haben ft — c,, und v — c,, fur 
alle Werte von h dasselbe Vorzeicben; folglicb ist die linke Seite 
von (1) for ein gerades die von (2) fiir ein ungerades p eine 

positive GrroBe. Andrerseits bat man, wenn f(x) iin Anfangspunkte 
nicbt verscbwindet, m = 0, folgbcb sind die recbten Seiten von (1) 
und (2) Null; wird sie dagegen im Anfangspunkte Null, so baben 
ft und V notwendigerweise dasselbe Vorzeicben, folglicb ist dann die 
recbte Sebe von (1) oder (2) negativ, je naebdem p gerade oder 
ungerade ist. Die gemacbte Voraussetzung ist also widersinnig. 
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Aus dem obigen Beweise erhellt aucb, daB, wenn f{pc) im An- 
fangspunkte nicht if nil wird (w = 0), zwisclien ihrer kleinsten nega- 
tiven and ihrer kleinsten positiven Nullstelle nicht zwei von Null 
verschiedene NuUstellen von f'{x) liegen kounen. Da nun f'(x) in 
diesem Falle im Anfangspunkte eine |>fache Nullstelle besitzt, so laBt 
sich nach dem Rolleschen Satze (Art. 220) schlieBen^ daB es in dem 
betrachteten Intervalle eine nicht verschwindende Nnll- 
stelle von f\x) gibt oder nicht gibt^ je nachdem gerade 
Oder imgerade ist^). 

335. Wenn eine Fiinktion f{x) von der Hohe 0 oder 1 
lanter reelle FTiillstellerL besitzt^ und die im aufieren Ex- 
ponenten vorkommenden Konstanten reell sind^ so sind die 
ISTnllstellen von f{oc) samtlich reell. 

Eine Funktion von der Hdhe 0 oder 1 hat die Form: 

00 

fix) = p — e®'‘, 

■?'= 1 V / 

X ^ 1 

wo 0^^ = 0 oder 0^^ — ~ ist^ je nachdem die Reihe ^ j — konvergiert 

Oder divergiert nnd A - 0 ist, wenn f(x) die Hohe 0 hat. Jedenfalls 
kann man schreiben (ygl. Art. 209 am Ende): 

«> ^ 
f(x) = + jy p _ 

h=A k 

WO C ~ ui . — ^ oder C=A ist, je nachdem konvergiert 

oder divergiert. Nach den Voraussetzungen des Satzes sind C und B 
reel! 


1) Dieses eigenartige Yerbalteii der Funktion in dem den Anfangspunkt 
entbaltenden Intervalle ^ darf nns nicht tiberrascben Wllhrend namlich der 
Anfangspunkt durch keine auf ein Polynom bezugliche besondere Eigenschaft 
charakterisiert ist, weil er ja mittels einei linearen Substitution, die ein Poly- 
nom in ein Polynom verwandelt, auf einen beliebigen Punkt ubertragen werden 
kann, laBt sich dasselbe nicht mit Bezug auf eine ganze einfache Funktion 
sagen, da diese sich im allgemeinen durch eine linear© Substitution in eine 
nicht einfache Funktion verwandelt (Art. 217). Diesex Unterschied verschwindet 
fur p ==- 0 und p = da ja eine einfache Funktion mittels einer im ersten Falle 
willkiirlichen, im zweiten Falle zweckmaBig gewahlten linearen Substitution in 
eine einfache Funktion transformiert werden kann. Und es liegt eben fiir p — 0 
und p = 1 auch in dem Intervalle zwischen der kleinsten negativen und der 
kleinsten positiven Nullstelle von f(x) eine einzige Nullstelle von f [x)\ diese 
ist fur ^ = 0 verschieden von Null, fur jp = 1 Null 
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Hieraus folgt: 

00 

= r _L ” j_ 'V— 5— - 

f{x) X ^ c^(x — e,;) 

1st X = a -{■ eine komplexe NuUstelle von f\T), so muB sein: 


odei' anck; 


0 = 0 + 


o:+t(J 








A _ /O , «»(“ — i§') 


y (g + i§) (a — Cj — t /3) 

0,(+-0,)= + r) ’ 


■and, indem man den Koeffizienten von i gleick Null setzt: 


0= ■^-“?+(“-0,)^ 

eine Grleiclning; die lediglicli fiir /3 = 0 bestehen kann. 


236. Besitzt eine einfache Fnnktion lauter reelle und 
von Null verschiedene Nnllstellen^ so bat aucb ihre Ableitung 
lauter reelle l^ullstellen. 

Gegeben sei die Funktion: 


alsdann ist: 

(1) 




L- . 


f{^) 


Ist X = a eine komplexe NuUstelle von fix'), so ist: 


0= y ^ _ 

^ CP(C. - C, + ’ 

oder auchj wenn man den reellen und den imaginaren Bestandteil 
trennt: 
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Angenommen, es ware /3 + 0, so muBte nach (3) : 


( 4 ) 


cc 



sehi; und (2) wiirde sicli mitHn reduzieren auf: 


Nun konnen aber die Grleicbungen (4) und (5) nickt zugleick 
stattbabeH; well die linke Seite der einen oder der andern^ je nacbdem 
p gerade oder ungerade ist^ aus lauter positiven Summanden bestelit. 
Polglich muB /3 = 0 sein. 


227. Man kann hinzufugeu; daB, wenn alle Nullstellen der 
Punktion positiy sind, dasselbe fiir die Nullstellen ikrer 
Ableitung stattfindet. — Es kann namlicb unter dieser Yoraus- 
setzung die recbte Seite von (1) fiir ^ 0 niclit Null werden. 

Piir einfache Funktionen yom Range Null gilt dieser Satz, auch. 
wenn sie die Nullstelle 0 besitzen, Aus der Gleicbung: 

fix) _ 7v 'y _ 1 
fix) — 

ersielit man namlicli^ daB^ wenn > 0 fiir jedes A ist, f{^) fdr ir < 0 
nickt verschwinden kann. Mit Beacbtung des Satzes Art. 225 kann 
man also schlieBen^ daB, wenn keine Nullstelle einer Punktion 
von der Hohe 0 komplex oder negativ ist, dasselbe fiir ihre 
Ableitung stattbat. 

1st dagegen der Rang p der im Anfaugspunkte verscbwindenden 
einfacken Punktion f{x), deren iibrige Nullstellen reell und positiv 
sind^ eine ungerade Zahl^ so bat die Ableitung notwendig negative 
Nullstellen. 

Unter diesen Yoraussetzungen ist namlicb die recbte Seite der 
Gleicbung: 
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xf'{x) 

~7W 


= m + 



1 




flir alle negativen Werte yon x endlidi, sie liat ferner fiir rr == 0 
den positiven Wert m und strebt fiir lim x = ~ oo dem Werte — oo 
zu Daxaus folgt (Art. 102), daB es mindestens einen negativen Wert 
von X gibt, welcher die recbte Seite zu I^ull maclit. 


228. 1st die Punktion: 


r+l 


f(x) = 


= 1 V / 




gegeben, wo die und ebenso A und B reell sind, A aber 
nicLt positiv^) ist und r die ungerade der beiden Zalilen 
p + 1 bezeichnet, so besitzt die Punktion f‘\x) eine endliche 
Anzakl komplexer Nullstellen, und deren Argumente liegen 
in den Intervallen: 


(2A-1)-J ... 2Ay 
- (2A- l)y 2/1 



Mit anderen Worten: Teilt man die Ebene durcb Strablen, die 
vom Anfangspunkte ausgehen und von denen einer die positive reelle 
Acbse sein mag, in 2r gleicke Winkelraume, und bezeicbnet man,, 
indem man von dieser Ackse aus nack beiden Ricktungen gekt, jeden 
Winkelraum mit einer fortlaufenden Ordnungszakl, so kbnnen sick 
die komplexen Nullstellen nur in den Raumen mit gerader Zakl 
befinden. 

AuBerdem liegt zwiscken zwei aufeinander folgenden 
JsTullstellen von f(x) von nickt entgegengesetztem Vor- 
zeicken eine einzige (reelle) Nullstelle von f^x). 

Setzen wir: 

r=^p + 1 — 


wo £ entweder 0 oder 1 bedeutet, je nackdem p gerade oder ungerade 
ist, so kaben wir: 


f'(^) 




1 ) Desaint ( 129 ), der einen Satz aufstellt, von dem der gegenwilrtige 
eine Verallgemeinerung ist, sagt irrtnmlicli, A miisse positiv sein. 
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Nun ist: 


’0 


X I ^ 


ferner fiir beide Werte^ die £ annelimeii kann: 
folglicli ist: 

= + ,1 

^h) \^h/ ^h) 


und: 


(1) -^rS-T = (^+ + + N + «-' 

^ ^ ^f{x) V I / 1 1 ^ — C 

1st ^ (cos ^ + isin eine komplexe Nullstelle von f'{x)y 
so ergibt sich liieraus: 

(r 4- l)-4^)(cos0 + '^'sin^) + rJB + ^(cosrO ■— 'isinr^) + 

9 


+2 [7-^ 

A=1 L 


Q cos 6 — C;^ — ^ sin 0 ■ 

+ f "t: 

* aT 


(((> cos 0 — -1- sin- 0) 


= 0 


und^ wenn man den Koeffizienten von i gleick Null setzt: 
(2) (f + 1)Aq sin 0 ~ sin rd — 


daraus ergibt sich: 


^ + "I - ®) ~ 


( 3 ) 


sin ?*0 
sin 0 


(, + 1)^ -2^-j 


^ (p^ + «l — 2 9 


7*4-1 


folglich mit Riicksiclit darauf, daB A nicht positiv und r — 1 gerade ist: 


sin rd 
sin0 


< 0 . 


Das lieiBt: 

Wenn 0<^< rCj so ist (2A — 1) ~ < 0 < 

wenn 0 > d so ist — (22 — 1) ~ > 0 > — 22 

wo 2 eine beliebige ganze ZaJtd bezeiclinet. 
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Der Kilrze wegen sciireiten wir (3) folgendermafien : 
sin rd 

sin e ~~ m ^ 


WO L eine positiye GroBe ist; es folgt hieraus: 


( 4 ) 


Q 


r + 1 _ 


m sinr0 
L sin d 


Fiir () > 2 J I > 2 hat man: 


folghch: 


<? + I I < ^ I ? 
p" + I I 


um so inehr ist deshalb: 


und: 


folglich: 


— 2pC/, cos 6 < 


^ 2 e C/, cos e) 



? 


^ /i = 1 


wo die rechts auftretende Reihe ans laiiter positiven Gliedern besteht 
und konvergent ist. 

Ferner ist: 

I sinr^ I < 1, 1 sin 0 I > sin~, 


folglich erhalt man aus (4): 






1 


Oder auch: 


p"”'< 


^ 

> sin — 
^ .^+1 r 

7i = l 


rtt 1 


Es folgt daraus fur r>l^ daB die absoluten Betrage der kom- 
plexen NuUstellen von f{^ samtlich kleiner sind als eine bestimmte 
endliche GroBe, und daB raithin (Art. 206) die Anzahl dieser Null- 
stellen endlich ist. 
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SchlieBIicli ersieht man leicht^ dafi, wemi x in wachsendem Sinne 
zwisclien zwei aufeinander folgenden ISTullstellen yon f{x) mit nicht 
entgegengesetztem Vorzeiclien variiert^ die rechte Seite Ton (1) be- 
standig abnebmend yon -f oo nacb — oo iibergelit. Daraus folgt^ 
daB in dem betreffenden Intervalle nur eine einzige Nullstelle der 
Ableitnng liegt. 

Fiir r = 1 rediiziert sick (2) anf: 


sin 0 





= 0 , 


eine Gleicbnng, die^ da J. < 0 ist^ nur durch sin 0 = 0 befriedigt 
werden kann. 1st also p = 0 oder^)=l, so bat die Ableitung 
keine komplexen ISTullstellen (ygl. Art. 225). 

Ein zweiter Fall^ in welcbem die Nullstellen der Ab- 
leitung samtlicb reell sind, tritt ein, wenn m == 0 ist. In der 
Tat reduziert sick dann die linke Seite yon (2) auf: 


p sin ^ 




ein Ausdruck, der fiir ^> + 0 nur IsTuU sein kann, wenn sin 0 = 0 ist. 


229. Der eben bewiesene Satz stellt nur eine Besckrankung 
kinsicktlick der Anzakl und der Argumente der komplexen ISTullstellen 
der Ableitung fest; er gibt uns daker keine GewiBkeit dartiber, ob es 
auck Funktionen yon der betreffenden Besckaffenbeit gibt, deren Ab- 
leitung wirklick komplexe kTullstellen besitzt. Das folgende Beispiel 
moge dazu dienen, die Existenz solcber Funktionen auBer Zweifel 
zu setzen. 

Es sei 5 ^ 2 ; unbegi*enzt zunebmende Folge positiyer 

Zablen yon der Art, daB ^ nur fiir s ^ 3 konyergiert. Wir bilden 

h=i 

die einfacke Funktion yom Range 2 mit der Doppelnullstelle 0 und 
den einfacken Nullstellen it ± ^ 2 ; * * • = 




X X- 

“ ;r * 9v i 
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Setzen wir = y, = 

CO y 

fix) = 9 ) ( 2 /) = 2 /|Y (1 - 0 > 

woraus (Art. 169) folgt: 

f'{x) = 2xcp\y). 

^ 1 3 

Da 9^(y) einfache 

7i=l A 

Fimktion yom Range 1, die anBer der Nulls telle 0 lauter reelle und 
positive Nullstellen besitzt. Daraus folgt (Art. 227), daB (p'{y) nega- 
tive, also f'(x) imaginare NuUstellen besitzt. 

230 . Die Satze der vorbergetiendeu Artikel sind verschiedener 
Verallgemeinerungen fabig. Einige davon ergeben sicb von selbst, 
Tvenn man beacbtet (Art. 216, 217): 

daB eine Substitution von der Form x = Ay + B (Transforma- 
tion der reellen Achse in eine beliebige Grerade der Ebene) eine ein- 
facbe Funktion vom Range 0 in eine Funktion von derselben Natur 
iiberfiibrt; 

daB dasselbe fiir eine Funktion vom Range 1 gilt, sobald B (der 
neue Anfangspunkt) NuUstelle ihrer Ableitung ist; 

daB eine Substitution von der Form x = Ay (Drehung der reellen 
Acbse um den Anfangspunkt) eine einfacbe Funktion vom Range p 
in eine Funktion von derselben Bescbaffenbeit iiberfubrt. 

Dementsprechend erbalt man folgende Satze: 

Liegen die NuUstellen einer einfaclien Funktion vom 
Range 0 auf einer beliebigen Geraden, so liegen die Null- 
«tellen ibrer Ableitung auf derselben Geraden. 

Liegen die NuUstellen einer einfacben Funktion vom 
Range 1 auf einer Geraden, die eine Nullstelle der Ab- 
leitung entbalt, so liegen alle iibrigen NuUstellen der 
Ableitung auf derselben Geraden. 

Sind die NuUstellen einer einfacben Funktion, deren 
Rang > 1 ist, von Null verscbieden und liegen sie auf einer 
durcb den Anfangspunkt gebenden Geraden, so liegen die 
NuUstellen ibrer Ableitung auf derselben Geraden] 

231 . Liegen die NuUstellen einer einfacben Funktion 
vom Range 1 samtlicb auf einer Geraden, so liegen die 
NuUstellen ibrer Ableitung samtlicb auf derjenigen Seite 
dieser Geraden, auf der der Anfangspunkt liegt. 



Untersuchung der ganzen Funktionen 


193 


Wir durfen die Gerade als parallel zur Achse der imaginaren 
GroBen voraussetzen^ da wir ja, wenn sie es nicht ware^ mittels einer 
passenden Substitution von der Form x = Ay auf diesen Fall ziiriick- 
geben konnten. 

Es sei also + ivj^^ und x = a bedeute eine Nullstelle 

der Ableitung. Dann muB sein: 




s [(“ - f^) + i (^ - n)J ’ 

daraus folgt, wenn man: 

(ft“ + vf)[{a — fiY + (/3 — va)®] = di 


setzt: 


GO 

0=2 


— '^h)] 


SI 


und dureli Sonderung des reellen und des imaginaren Bestandteiles : 
fi(« — fi)So — jSBi + S^ = 0, 

— + (2ft — a)jS'i = 0, 


(1) 

wo: 


^^-2 Tv ^’-2w 

71 = 1^^ h-1 ^ A = 1 

Multiplizieren wir die erste Gleichung (1) mit die zweite mit 
— a so erbalten wir durcb Summierung: 

[y,{cc — + [— — a/3(2^ — oc)]S^ + cc^S^ = 0^ 

Oder aucb: 


+ a^S, == 0 , 

Oder endlich: 

f iL R — V. ^y^2 

ft(«-ft)(«^ + m+2- 

woraus folgt: 

— ft) < 0; 

eine ITngleicbung^ durcb die der obige Satz bewiesen wird. 


6^ 


232. Liegen die Nullstellen einer einfacbeii Funktion 
0-ten Ranges auf zwei parallelen Geraden, so liegen die- 
jenigen ibrer Ableitung samtlicb zwiscben den beiden Ge- 
raden. 

Vivanti, Theorie der eindeutigen analytisclien Fimktionen. 


13 



194 Zweiter Teil Aligemeine Theoiie der analytischen Funktionen. 


Dureh. eine lineare Substitution laBt sicb bewerkstelligen^ da6 
die Geraden der ^-Achse parallel werden und yon ihr gleichen Ab- 
stand baben; man bat dann == 

= ± 1* 

1st rr = cc + 2/3 eine Nullstelle der Ableitung, so mu6 sein: 


setzt man {a — — Vj')^ = dl^ so folgt daraus: 




/i = l A = 1 

Mit Rticksicbt darauf, dafi: 


00 00 

yiii <y 1 


folgt aus der ersten dieser Gleicbungen | -^ j < 1 , womit der Satz be- 
wiesen ist. * 


233. Liegen die Nullstellen einer einfacben Fuiiktion 
0-ten Ranges samtlicb auf derselben Seite einer bestimmten 
Geraden, so findet dasselbe fiir die Nullstellen ibrer Ab- 
leitung statt. 

Nebmen wir als jene Gerade die reelle Acbse, was stets moglicb 
ist, und setzen wir Cf^ — so baben alle dasselbe Vorzeicben, 

z. B. das positive. Sodann ist, wenn wir mit x ^ a + ip eine Null- 
stelle der Ableitung bezeicbnen: 


0 = ^-^-^=;^- L 

jLmJ X — Cl a — a, -t-^Y 


■ 2 - 




setzt man (a — + (/3 — v,,? = tf|, so folgt: 

Man ersieht daraus, daB auch /3 positiv sein muB. 


( 1 ) 
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234. Liegen die ISTullstellen einer einfachen Funktion 
0-ten Ranges samtlich innerhalb eines spitzen Winkels, so 
liegen die Nnllstellen ihrer Ableitung innerhalb desselben 
W inkels. 

Wir diirfen Yoranssetzen, der Sclieitel des Winkels sei der An- 
fangspunkt, der eine seiner Schenkel sei die reelle Achse^ der andre 
aber falle in den ersten Quadi'anten; dann ist nach den Bezeichnungen 
des Torigen Artikels > 0, > 0, und auBerdem ist das Verhaltnis 

— zwischen 0 und einer bestiinmten endliclien positiven GroBe I 

(Richtungskoeffizient des zweiten Schenkels) enthalten. Folglich hat 
man: 


und infolgedessen: 




0<-^<h 


0 < 



<h 


Oder auch wegen Gleichung (1) des vorigen Artikels: 


235. Beyor wir die wenigen bekannten Satze^ welche die Be- 
stimniung des Ranges einer ganzen Funktion betreffen, darlegeu; 
wollen wir folgenden Hilfssatz beweisen: 

Sind • • • die Nullstellen einer ganzen Funktion, 

^* 2 ^ * • * entsprechenden Konyergenzzahlen, so ist die 
Reihe: 


( 1 ) 


c^h(x — eA 

h=l h \ h) 


in jedem endlichen, keinen der Punkte enthaltenden Be- 
reiche gleichmaBig konvergent. 

Sei C der betrachtete Bereich^ wir kbnnen dann um den An- 
fangspunkt einen Kreis beschreiben, der in seinem Innern den Be- 
reich C enthalt und durch keinen Punkt hindurchgeht. Ist q der 
Radius dieses Kreises und: 
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so kormen wir eine GroBe 6 von der Art angeberi; daB die mit dera 
Halbmesser 6 urn die Piinkte beschriebeneu Kreise samt- 

lich anBerbalb C, aber innerhalb des Kreises ^ liegen. Dann ist der 
Bereicb C in dem zwischen dem Kreise q und den Kreisen 6 liegen- 
den Bereiche D entbalten, und es geniigt somit zu beweisen, daB die 
Reibe (1), deren samtliche Glieder in alien Pnnkten von D endlich 
sind, in 1) gleicbmaBig konvergent ist. 

Bezeichnen wir mit irgend eine Zabl^ die groBer als ^ ist^ so 
baben wir fur | ^ i < ^: 


es ist aber: 


folglich ist; 


2 

?/ z= m. 




h. — rn 


Q^h 



X 


1 

<=h 


1_ - 

^1- 




^1 




7 


00 

< 

00 


1- 

0 1 
-1 .h=^vi 1 

C„^1 


e, 1^4 + 1 

h \ 


'ff + 1 i 


Kun ist die Reibe ^ endlicben Werte von 

im besondern also aucb fiir x = g unbedingt konvergent; nacb An- 
nabme einer willkiirbcben Grofie r laBt sicb also eine Zabl n von 
der Art bestimmen^ das fiir jedes m^n gilt: 


CO 



h 1 


<r 



Darans folgt, daB sicb bei beliebigem t eine Zabl n von der Art 
angeben laBt^ daB fiir jedes das groBer ist als n und q, und fiir 


2 

h = m 


X^h 






wodurcb der Satz bewiesen ist. 


336. Sind <^27 * * ' Nullstellen einer ganzen Punk- 
tion und ist; wenn \ gesetzt wird: 

A=(x 
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wo p eine niclit negative ganze Zahl, X eine endliche posi- 
tive GrroBe bedeutet, so ist die Funktion vom Range p 
(Satz von De Sparre). 

Nimmt man eine positive GroBe d <i X an, so laBt sick eine 
Zahl m von der Art angeben, daB fur jedes li ^ m: 

j^rKn+i - n) > 6* 

ist. Man bat also: 

yrKrm + l - yj > 

+ 2 - Vm + l) > 


Oder aucb: 

0 0 

(^) y m + 1 ym ^P — 1 f l^m+2 ^ + 1 ^fP — l J ' ‘ ‘ 

tm im + l 

Setzen wir zunacbst p > 0 voraus, und erheben wir die TJn- 
gleicbungen (1) in die p-te Potenz, so erbalten wir: 

> yl + + • • •, yl,,, > +pe + ‘ 

daraus ergibt sick: 

yfn^y >7l + P^> yi .2 >yi + • • •, 


und um so mebr: 


yfn + 1 >P^> rS,+2> • • •• 


Es folgt hieraus: 


^ <; A. - — _i_ ... 

\ y ..v ^ y y 


yfn^i 

und durcb Erbebung in die ^^^-te Potenz und Summierung: 


4- j < ^ _L . 

im + l / 7/t + 2 

(pS) ^ Ll ^ 2 ^ 

nun ist die Reibe auf der recbten Seite bekanntlicb konvergent, folg- 
licb konvergiert aucb die auf der linken Seite, und die Funktion ist 
bocbstens vom Range p. 

Nimmt man andrerseits eine GroBe % > Z an, so laBt sicb eine 
Zabl n von der Art angeben, daB fur jedes h'^n: 

yrnn+i - n) < 
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Es ist also dann: 

Oder auch: 

und nach Erhebung in die p-te Potenz: 



Da nun lim — oo, so laBt sicb^ unter der Voraussetzung j) > 0^ 

h — ca 

n so groB annehmen^ daB fiir jedes h ^ n: 

yl>^ 

wird; ans der yorigen Ungleichung erhalt man dann: 

< « + ’‘[p + 6) + (9 + • • •] = + <2^ - 1), 

Oder, wenn -wir 5c(2^ — 1) — a setzen: 

yUi<y^ + (^- 

T-«-r ® 

Auf dieselbe Weise erbalt man: 


folglicb: 


yn + ^ < y^+1 + 1^> ■••> 
+ •••• 


Daraus ergibt sich: 


I . 

vUi ^ r^+3 


. . > i L . . . \__JL_ j i*: 

1 n , 1 , 1 


[t + 2 + ■ ■ ■]; 


nun ist die letzte Reibe aber divergent, folglich ist es aucb die 
Reibe auf der Knken Seite, und die betreffende Funktion ist genau 
Yom Range p. 

Es sei jetzt ^ = 0; die Ungleicbungen (1) lauten dann: 

Vm + l > ymi'^ + 6), fm+S > + 

woraus sicb er^ibt: 


/'m+l ^ /m (1 + ^), ym+S ^TmO- + 
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und folglich: 

ym Ym + l ym + 2 L ^ 1 + 0 ^ (1 + 0)^ ^ 

Nun ist die Reihe auf der recliten Seite konvergent^ folglich ist 
es auch die links stehende^ und die betreffende Funktion ist daher 
0-ten Ranges. 


237, Die Umkehrung des Satzes von De Sparre ist nicht allge- 
mein giiltig. Es liege z. B. eine Folge zunehmender positiver GroBen 
von der Art vor, daB: 

lim (rk+i - rj = ^ > 0 

A = oo 

ist; wegen des soeben bewiesenen Satzes sind dann die NuRstellen 
einer Funktion vom Range 1. Indem wir ^ = -f 2 nehmen^ bestimmen 
wir^ wie vorher, eine Zahl m von der Art, daB fur jedes h^ 7 n: 


n+i-?k>^ 

wird; die GroBen + 6 sind fur Ji'^m offenbar samtlich von den 
verschieden und liberdies (Art. 216) Nullstellen einer Funktion 
vom Range 1. Daraus folgt, daB auch die GroBen: 

Zl; ?2J * ‘ 7m + l + ' * * 

Nullstellen einer Funktion vom Range 1 sind. Ordnet man sie nach 
zunehmender GroBe, so erhalt man die Folge: 

Zi; ?2, • * •; rmy Vm + 6, y^^,, y,^^, + 
bezeichnet man die Glieder dieser Folge mit: 

^2? * ' V ^my ^m+l; ^m + 2? ^m + S? ‘ * 'y 

so ergibt sich: 

^ m + 2 A + 1 -f- 2 A ^ 4 ^ | /j 0 1 ^ 

A = cc 

SO daB die Differenz zweier aufeinanderfolgender Glieder keiner Grenze 
zustrebt. 


238. Ist f(x) eine Normalfunktion von der Hbhe p, so 
hat man: 


(1) 




lim 2K 


= 0 . 
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1st ferner i) der Rang von f{x)y so strebt der Ausdruck: 


(2) 




fiQ) 




wean p unbegrenzt wactsfc, keiner endlicken Grenze zu. 

Bevor wir den Satz beweisen, milssen wir eine Bemerkung voraus- 
s chicken. 

Die Fnnktion ist auf jeder durch keine Nullstelle von 

X f {CC) 

f(x) hindurchgehenden Kreislinie nni den Anfangspunkt endlich und 
stetig; folglich hat der Ausdruck: 


m 


no) 


ftir alle diese und nur fiir diese Kreise einen bestimmten Sinn. 

Die Werte von welche absolute Betrage der Nullstellen von 
f(x) sind, bilden eine isolierte Menge die die einzige Grenzstelle 
oo besitzt; nennt man JB die Menge der reellen und positiven Werte^ 
die A nicht angehoren, so gibt es stets unendlich viele Elemente 
von By die groBer sind als eine ganz beliebige positive GroBe L Der 
Sinn der Gleichung (1) ist dann, daB sich nach Annahme einer will- 
kiirlichen positiven GroBe 0 immer eine positive GroBe I von der Art 
angeben laBt^ daB fiir alle Elemente q von By die groBer sind als A: 


m 


fXQ) 


< ^ 


ist. 


Analoge Betrachtungen gelten offenbar auch fur den Ausdruck (2). 
Es sei jetzt: 

- 

fix) = (l — y ) , 


WO g(x) ein Polynom von nicht hoherem Grade als p ist, und es moge 
+ i konvergieren, ^ r-r- dagegen divergieren. Man hat dann: 

h = l\^h\ h^l\^hy 

f{^) _ g'jx) m 1 




'2 rf+i ' 

i = l 



UntersuchTing der ganzen Funktionen 


201 


p 

Oder auch; wena wir g{x) = setzen: 

1=0 


f {^) 


= 'V 4_ ^ I 'V _ 'V _L_ 


.=1 - - 


wir: 


x ^ f { x ) ccP '^ 

Greifen wir aus der Menge B einen Wert q heraus and nehmen 

I I ^ I ^g + 1 I 

an^ so haben wir (Art. 125^ 127^ 131): 

==0 


Jh . 

V + l-l 


(i = 1 , 2 , • ■ •, p), 




= 0, 


2 )t 




m - i — 

^ p+i 


0 fiir li^q, 

1 


ef+i ’ 


folglicb (Art, 126) mit Riicksicht daranf^ dafi (Art. 235) die Reihe 

2 “FT F » li^d demnacb. auch die Reibe 2 — w r r ? ^ j 

;, = i ' kTi <^ V \^ ~ h ) ' 

dem Kreise q gleicbmaBig konvergent ist: 

^ ^ 

j^Li ^ cf+i ^ cf+i' 

V J\9) U-l h — l A = 2 + 1 

und scblieBlicb^ da lim ^ = oo fur lim ^ == cx3 : 

lim3[«-C^ = 0. 


(i = C 




Man bat weiterbin: 
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Nun ist: 


an. 




aji 


0 

fiir 

i = 1, 2, 


fiir 

i = p, 

■ 0 

fur- 

P>^, 

; m 

fur 

II 

' 1 

< 

fiir 

VII 

, 0 

fiir 

h>ri 




bezeichnen wir also mit s einen Koeffizienten, der fur > 0 gleicb 
Null, fiir p = 0 aber 1 wird, so ist: 


ait- 


f'(e) 




fiQ) 


9 

-ph^ + am + ^-^^jr- 

A = 1 


Da aber die Reihe ^ der Voraussetzung nach nicbt konver- 

h^i 

giert^ so ist lira entweder uberbanpt nicbt vorhanden oder 

^ ^ = CO 

iinendlicb, je nacbdem diese Reihe unbestimmt oder divergent ist. 

Es muB bemerkt werden, daB die Beziebnng (1) auch dann nocb 
gilt^ wenn an Stelle von irgend eine ganze Zabl tritt^ die groBer 
ist als j?. In der Tat kann eine Normalfunktion von der Kobe ^ 
stets (Art. 209) anf die Form einer Normalfunktion von groBerer 
Kobe als p gebracbt werden. 


239. Ist f{x) eine ganze Punktion und gilt die Beziebung: 

(1) = 0 

P = „ e7(e) 

stets und nur fur diejenigen ganzen Zablen t, die nicbt 
kleiner sind als eine nicbt negative ganze Zabl Py so ist 
f{x) eine Normalfunktion von der Hbhe p)- 
Es sei: 

,, 

CO 

( 2 ) f(x) = eS'C*)a;’” TJ (l - —) , 

A=i '■ “a/ 


CO 

t-Q 


wo: 
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Dann ist: 


x‘f{x) 


■2'' 

t = l 




1+2 




h^i 




Nun ist: 


j 

anp-^-i = o; 


0 ftir ^ 4= + 1 , 

1 fur i = t + 


ferner, wenn man in (1) und (2) Art, 131 f(x) = setzt und 

C;, anstatt c schreibt: 





^ furlcj<9, 

* = o 

CO 

— fiir Ic^l > p. 

A = 1 


Die Zahlen konnen wir als mit li unbeschrankt waclisend 
annehmen, weil wir^ okne die absolute Konvergenz des unendlicben 
Produktes zu beeintracbtigen, zu den in (2) als Exponenten Yor- 
kommenden Polynomen stets so yiele Grlieder binzufiigen konnen als 
wir wollen^ vorausgesetzt nur, da6 wir dieselben Grlieder, mit ent- 
gegengesetztem Zeichen bebaftet^ in g(x) liineinsetzen. Wir konnen 
sogar samtliche groBer als p voraussetzen, Nebmen wir demnacb 
Q SO groB, daB > t wird fur |c^| > p, so ist: 

ftir lcj>p (/j=l,2,...'s 


dagegen ftir 1 j < p : 

QD 

A = 0 


0 ftir 7)^ ^ ty 




ftir r,>t. 


Bezeicbnen wir also den Index des ersten der Punkte ftir 
den > t ist, mit -f- 1? setzen wir: 

1 ^2 I ^ ^ i % + l 1? 

so ist gemaB den Voraussetzungen des Satzes, ftir jedes t^p: 
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mithin: 

CO 

^+1 "= ~ *311 2 ’ 

h = mf -hi ft 

eine Porroel^ die zeigt, daB ^ konvergiert. 

;^ = l ^ 

Wir multiplizieren jetzt mit siiiiimiererL von ^ = jp bis = oo^ 
indem wir beachten^ daB die Summe der linken Seiten, weil sie einen 
Bestandteil der Entwicklnng von g{x) bildet, eine fiir alle endlichen 
Werte von x konvergente Eeihe ist^ nnd erbalten: 

03 CO 

t=p t=p 

wo recbts mit alien den Exponenten ^ + 1 beliaftet erscbeint^ fiir 
die t < ist. Man kann also schreiben: 


t + l 


y 

Ct+l 

h = m(+l h 






/• fit 


Daraus folgt: 




'* h 


fix) = 6'=“ "=1 *=f-+i ‘'a a:’" JJ (l - 

Oder durck Reduktion: 




^ ^2. 

00 ^ 

f{x) == x^ e*=i ; 


somit ist f(x) eine Fnnktion erster Klasse nnd von nicbt groBerer 
Hoke als p, 

Andrerseits wilrde, wenn sie von geringerer Hohe als p ware^ 
(1) anch (Art. 238) fiir t<p gelten, was gegen die Voranssetzungen 
des Satzes verstoBt; folglich ist f{x) genan von der Hohe p. 


240. Bin besonderer Pall dieses Satzes ist folgender: 

Wenn sich wie anch immer x (ohne doch dni'ch 

irgend eine Nullstelle von f(x) hindurchzngehen) dem TJnendlichen 
znstrebe^ der Nnll nahert^ so ist /*(a;) eine ISTormalfnnktion, 
deren Hohe ist. 
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24:1, Es sei: 


00 

f(x) == ~ ^) 




pi = i 


i-cf 


irgend eine gauze Funktion. Wir wollen, wenn 9 den Radius eines 
durch. kemen der Punkte c. kindurcli^elienden Kreises um den An- 


fangspunkt bedeutet^ den Mittelwert 
Man bat: 
r 


QfiQ) 

flQ) 


berecbnen. 


^f{^) 


-X 


V 




X h 








A = 1 /i " V h. 


folglicb (Art. 125, 126), mit Riicksicbt darauf, daB die letzte Reibe 
(Art. 235) auf dem betracbteten Kreise gleicbmaBig konvergent ist: 




r +1 




A=i 

Nun ist xg'{x) eine fiir alle Werte von x konvergente Potenz- 
reibe obne konstantes Grbed; folglicb ist (Art. 128): 

= 0; 

ist auBerdem | I < ^ ^ ^ man, wenn in den Formeln 

des Art. 131 ^ an Stelle von f{x) tritt, im Hinblick auf die 

Formeln des Art. 127: 










= _ V. 


Qt + r 
t-1 A " 


SD7^^ + ^a== 0 fiir a >^, 


^ cwio-c) =2 = 1 

h ^\r hj t-Q 

Daraus folgt: 

3)i = m + q. 

D. b.: Der Mittelwert von Fangs eines durcb keine 

Nullstelle von f{x) bindurcbgebenden Kreises um den An- 
fangspunkt bat stets einen ganzen und positiven Wert, und 
zwar gibt dieser die Anzabl der Nullstellen (unter Beriick- 
sichtigung ibrer Yielfacbbeit) an, welcbe die Funktion f{x) 
innerbalb jenes Kreises besitzt. 
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242. Es moge nunmehr der Mittelwert von lg|l~a;|^) langs 
eines Kreises vom Radius ^ 1 um den Anfangspunkt berechnet 

werden. 1st x irgend ein Punkt dieses Kreises^ so hat man: 

1 — X ^ \ — p cos 6 — Qi sin 
jl — cos ^ = (1 — 

2 tT a 

mithin, wenn = e-” gesetzt wird: 




Ig 1 1 - 9 I = y lim Ig [(1 - Qa^) (1-Qcc = 

« = =*= ^ A = 0 

2^^- 1 

= i ,n Ig JT (1 - 

n = K. * 


Nun ist: 






JJ (1 - ()«*) =JJ[ (1—9 cc~'‘) = 1-9-", 

k = Q krzO 

mithin: 

Ig 1 1 — p I == lim Ig I 1 — I . 

71 = 00 

1st () < 1; SO hat man: 


somit: 


lim 1 1-9®” 1=1; lim-^ = 0, 

n =: 00 71 =r 00 ^ 


aij ig 1 1 _ ^ I = 0. 
1st ^ > 1; so kann man schreiben: 


also ist: 


-J Q« 1 2” /' t>n 1 \ 2” 

1-9- 1 -1) = 9 ( 1 -^) ; 


243. Es liege jetzt eine ganze Funktion: 




f(x) = es-Wa;” jy *'1 = e^C^'a;™ 




1) Die Definition des hyperbolischen Logarithmus einer reellen positiven 
Orofie ist schon oben (Art 146) angegeben vrorden. 



Untersucliung der ganzen Funktionen. 


207 


Yor. Wenn man mit ^(p(x) den reellen Bestandteil der Funktion (p(x) 
'bezeiciinetj so folgt: 

00 

I f{x) i = I a; I JJ I 1 - 

^ = 1 I 

mitkin: 

00 

(1) lgl/’(a;)l = %(a:) + wlgla;|4-^rig 1 “ +3^Pi(a;) ; 

A = 1 LA 

die letzte Reihe aber ist in jedem keinen der Punkte entbaltenden 
Bereicbe gleichmaBig konvergent^ weil das iinendliche Produkt es ist^ 
ans dem sie hergeleitet ist 

Nnn beackte man, da6, wenn f^(x) fiir geschrieben wird 

(Art, 128): ‘ 

9}i%(p) = 91 2Jt^((>) = ^g(0) = Ig I m I 

ist^); aufierdem ist, da P^{x) kein konstantes Glied entbalt: 

Es folgt sonacb aiis (1), wenn | | < ^ fiir h durck An- 

wendung der letzten Formel des vorigen Artikels: 


ig !/■(?) ! = ig lfi(0)H- ig 9 


Oder auck: 


2^^igi/’(?)i = igi/i(f))i + ig- 


^ 1 1 r 3 i • ■ • rs I 


Diese Formel kann als mit dem Satze von Jensen^) gleick- 
bedeutend angeseken werden. 

Bezeicknen wir allgemein mit Mcpl^o) das Maximum der reellen 
positiven Funktion (p(x) auf dem Kreise vom Radius q um den An- 
fangspunkt, so ergibt sick aus der letzten Gleickung: 



1) /1(0) ist nichts anderes als der erste Koeffizient der Entwicklung von 
f(x) in eine Potenzreike von x, 

2) G-oursat 176^ Jensen 215, LindelCf 269, Petersen 364, 365. 
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Man iiberzeugt sich. nun leicbt^ dafi^ I ^ I ^<^ + 1 I voraus- 
gesetzt; der Ausdruck: 



waclist^ wahrend li yon 1 bis g[ schreitet^ dann aber abnimint^ so daB 
er seinen Maximalwert ftir A == g erreicbt. Es ist also fiir jeden 
Wert Ton q und li: 

m 4 - h 


In dem einfacberen FaUe^ in dem m = 0 ist und die Funktion 
im Anfangspunkte den Wert 1 annimmt, bat man: 




C, Co • ■ 


244, Aus Torstebender Formel laBt sicb eine obere Grenze fur 
die Anzabl der ISTullstellen berleiten, deren absoluter Betrag nicbt 
groBer ist als eine gegebene GroBe r. 

Es handle sicb der Einfacbbeit wegen um eine Funktion f{x), 
die im Anfangspunkte den Wert 1 annimmt, und es sei: 


Setzen wir Q = dx, vro d> 2, so ist fur h^n, | u? | = p: 

1^ - 1^1 - I C;, ^ I I -I Cj ^(0-1) I Cj. 


Nun ist die Funktion (p(x) == 


m 


ebenfalls eine ganze 


. ( h-1 

Funktion, und ^(0) = — - — ^ so daB fiir jeden beliebigen Wert yon q 


(Art. 128): 


77 <=. 


wird. 


Andrerseits bat man fiir 


wobei^ 


q>(x)\^ 


/■(«) 


A = 1 




wie schon friiher (Art. 124), i^^(p) fiir Jif|/’(p) | geschrieben 
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worden ist; mithin (Art. 124): 


< 


M{q) 






Oder ancli: 


A=i 




und^ wenn man die Logarithmen niinmt nnd bedenkt, ctaB 0 — 1 > 1 ist: 


n < 


Ig 


= lg(0-i) 


245. Ist f(x) eine einfaclie Fnnktion mit lanter reellen 
Nullstellen^)^ so ist fXx) eine Fnnktion von gleichem Range 
wie f(x)^), 

Sind ‘ GrroBe nach geordneten positiven Nnll- 

stellen von , — ^2 ? * * * nach der GrroBe ihrer ahsolnten 

Werte geordneten negativen Nullstellen^ so ist in jedem Intervalle 
(Art. 228) eine nnd nur eine NullsteUe 5;^, in jedem IntervaUe 
("“ ^h) (“ ^h^i) ISTnllstelle — von f\x) enthalten. 

AnBer den NuUsteUen 5;,, kann f(x) noch eine endliche Anzahl von 
NnUstellen^ die in dem Intervalle ( — liegen, nnd eine gleichfalls 

endliche Amzahl komplexer Nnllstellen hesitzen*, sie alle haben auf 
die Bestimmnng des Ranges keinen EinflnB. Ans den Beziehungen: 


folgt: 





cc 



__1 


y-' >y- . 

^ » + i ^ -ij + i ; 

A = 3 h = \ 


CO CO 

h -I ' A h~l 


CO 



A = 1 ‘'A A = 1 


'A + 1 



1st p der Rang von f(x)y so konvergieren die Reihen; 

00 00 

y— 


1) Oder auch das Produkt einer solchen Fnnktion in einen Exponential- 
faktor wie derjenige in Art. 228. 

2) Der Satz wnrde von La guerre (238) auch fur den etwas allgemeineren 
Fall bevnesen, dafi die betreffende Funktion eine endliche Anzahl komplexer 
Nullstellen hat Vgl. iiber diesen Satz das 1. Kapitel des 3. Teiles 

Vi V anti, Tneorie der eindeutigen analytischen. Fanktionen. 14 
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wahrend Ton den Eeihen ^~p wenigstens erne divergiert. 

Daraus folgt daB die Reiten ^ "jTTT und ^ .p + i konvergieren, 

h—l^h h-X^h 

VO ^ “1 

wahrend Ton den Reihen ^ p nnd ^ 7^ wenigstens eine divergiert. 

?i = l^h k~l^h 

Damit ist die Behauptnng erwiesen. 


Punktionen mit einem einzigen, in endliclier Entfernung gelegenen 
singularen Pnnkt (Clb). 

246. Ist f(x) eine eindeutige analytische Fnnktion mit einem 
einzigen singularen Punkte c, so verwandelt sick; wenn wir: 

__ 1 
^ X — c 

setzen, f(x) in eine Funktion von y mit einer einzigen Singularitat 
im Unendlicken; d. k. in eine ganze Fnnktion von y. Die allgemeinste 
Form der Funktionen mit einem einzigen singularen Punkte c ist 

folglick 9 ganze Fnnktion bedeutet; sie ist rational 

Oder transzendent; je nackdem die Singularitat polar oder wesent- 
lick ist. 

Bin Beispiel fiir diese Funktionen bietet der Hauptteil (Ai-t. 171; 
181) eines isolierten singularen Punktes. 


Funktionen mit einer endlichen Anzahl singularer 
Punkte (02)^). 

247. Es seien singularen Punkte; y^( ^ ^ 

(f=^) Hauptieile, wo g^, ■■■,g„ also ganze 

Pimktionen ikrer eigenen Argumenfce bezeiclinen. Ist f{x) die zu 
bildende Fnnktion, so ist die Differenz: 

- 9. (^) - g, y„ (-^) 


1 ) Maillet ( 284 , 285 , 286 , 289 , 291 , 292 ) nennt solche Funktionen fonc- 
tions quasi-entieres und ikre Quotienten fonctions quasi-mdromorphes. 
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eine Funktion okne Singularitaten^ folgiich (Art. 170) eine Konstante C. 
Man Fat also: 


/■(^) =2 t-^) + 


h=i 


Lage einer der singularen Punkte, z. B. im Unendlichen, so 
kiime g^(x) statt ) vor. 


Funktionen mit unendlicF vielen Polen und einem einzigen 
■wesentlich. singularen Punkte (C3a). 

248. Wir nekmen zunackst an, der wesentlick singulare Punkt, 
der die einzige Grenzstelle der Menge der Pole sein muJ3, sei der un- 
endlich feme Punkt. Man kann dann eine gauze Funktion g{x) bilden, 
welcke die gegebenen Pole als Nullstellen besitzt; ist nun gi{x) eine 
gauze Funktion, die der einzigen Bedingung unterliegt, daB ikre NuU- 
stellen you denen der Funktion g{x) yersckieden sind, so ist die all- 
gemeinste Funktion, die den vorgesckriebenen Bedingungen geniigt: 

9A^) 

Liegt dagegen der einzige wesentlick singulare Punkt c in end- 
licher Entfernung, so stellt die allgemeinste, den vorgegebenen 

Bedingungen genugende Funktion dar. 

Eine andere Metkode, die Funktion f{x) zu bilden, gewakrt der 
Satz Yon Mittag-Lefifler, den wir bald besprecken werden. 

Die Funktionen mit einem einzigen wesentlick singularen Punkte 
im Unendlicken und unendlick yielen Polen keiBen meromorpke 
Oder gebrockene transzendente Funktionen. 


Funktionen mit unendlich vielen Polen und einer endlicken 
Anzakl wesentlick singularer Punkte (C3b). 

249. A sei die Menge der Pole, seien die wesent- 

lick singularen Punkte. Die Menge A! kann keine Yon den Punkten d 
wersckiedenen Punkte entkalten; setzen wir: 

A — (d^y d<^y • * *, 


14 
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voraus, wo m ^ n ist, so konnen wir die Menge A in m Mengen 
Aij A^,--, von der Art zerlegen, daB die einzige Grenzstelle 

die einzige Grenzstelle ■ • •, A^^ die einzige Grenzstelle besitzt. 
Bilden wir nun (Art. 248) die Punktion f\{x), welche die Punkte 
der Menge A^ als Pole nnd d^ als einzigen wesentlich singularen 
Punkt besitzt^ und analog die Funktionen f^(x), • • auBerdem 

bezeicknen wir^ falls m <in ist, mit g-iip), g^{x), ' - ‘y gn- 7 n{^) ~ 

beliebige gauze Funktionen. Die gesuchte Funktion /'(^) ist alsdann: 

m nj—m 

ittl + 

WO C eine willkurlicke Konstante ist. 


Funktionen mit unendlicli vielen singularen Funkten irgend- 
welcher Art (C3e), Satz von Mittag-Leffler 

250. Der Erste, der das Problem der Bildung einer Funktion 
mit gegebenen Singularitaten in Angriff nahm^ war Mittag-Leffler. 
Naehdem er 1876 vom einfachsten Falle (dem des Art. 248) aus- 
gegangen war, dehnte er seine Metbode auf immer allgemeinere 
Falle aus. 

Wir wollen zunackst den Satz, der den ISTamen Mittag-Leiflers 
tragt, an einem etwas allgemeineren Falle als dem des Art. 248 
ausei nandersetzen. 

Wir setzen namlich voraus, die singularen Punkte bilden eine 
Menge, die als einzige Grenzstelle den unendlick fernen Punkt besitzt. 
Diese Menge ist alsdann abzaklbar; bezeicknen wir dann mit 
die von dem unendlick femen Punkte versckiedenen singularen Punkte, 
die wir auck als vom Anfangspunkte versckieden voraussetzen wollen, 
so lassen sick (vgl. Art. 206) die Punkte jener Menge nack zunekmen- 
dem absoluten Betrage ordnen, so dafi: 

1 1 ^ i ^ I % I ^ * '5 h ^ 

// = CO 

Wir nekmen ferner an, es seien die zu den Punkten Cj^ gekoren- 
den Hauptteile ^ ) der zu bildenden Funktion gegeben. 


1) Bucca 88, Casorati 113, Cousin 123, Dini 138, Frenzel 160, 
Goursat 171, Hermite 204, Krause 232, Mittag-Leffler 310, 312, 313, 
315, 316, 317, 322, 326, 334, Pinckerle 381, 388, Sckering 441, Vitali 491, 
Yiterbi 492, WeierstraB 516. 
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Am iiachsteH lage der Gredanke^ auf den Yorliegenden Fall das 
Verfahren des Art. 247 anzuwenden nnd die Funktion: 




zu bilden. Allein es ist klar^ daB die hingeschriebene Reihe im all- 
gemeinen nicbt fiir alle Yon den Werten Yerscbiedenen Werte x 
konYergent ist. Mittag-Lefflers Gedanke besteht nun darin^ jedem 
Gliede der Reibe ein Poljnom Yon der Art hinziiznfugen^ daB sie 
konYergent wird. 

CO 

Es sei 2 eine beliebige konYergente Reibe mit konstanten 

. /i\ 

positiYen Gliedern. Da die Funktion g^l ) den einzigen singu- 

laren Ponkt C;, besitzt^ so wird sie (Art. 161) in der Unigebung des 

CO 

Anfangspunktes durcb eine Potenzreibe ^ dargesteRt, deren 

KonYergenzradius \Cj^\ ist, die folglicb in einem Kreise urn den An- 
fangspunkt mit dem Radius = wo S eine feste, zwiscben 

0 und 1 entbaltene GroBe ist; gleicbmaBig kouYergiert. Es laBt sicb 
somit eine Zabl nij^ Yon der Art angeben, daB innerbalb dieses Kreises: 


Oder aiicb: 




■=”‘h 

“A-l ! 


ist. Bezeicbnet dann q den Radius eines beliebigen^ um den Anfangs- 
punkt bescbriebenen Kreises, so lafit sicb ein solcber Index an- 
geben, daB Q ^0 I ist. Man bat demnacb fiir alle Punkte dieses 
Kreises: 


00 

*=S+1 


9k 


irih — 1 






daber laBt sicb nacb dem Hilfssatz you WeierstraB (Art. 132) die 
link© Seite in eine Potenzreibe umwandeln: 


2 

* = 0 



214 Zweiter Teil. AUgemeine Theorie der analytischen Funktionen. 


die irmerlialb des Kreises q konvergiert. Andrerseits stellt^ welches 
auch die positiyen Zahlen seien^ der Aiisdnick: 

( 5 — , 

als Summe einer endlichen Anzakl yon Funktionen die in jedem 
Pnnkte anfier in je einem der Pimkte ^ 2 ; ‘ ‘ regular sind^ eine 
Fnnktion Yon derselben Beschaffenheit dar, folglich ist: 



A: = 1 „ 

eine Funktion, die sich in alien Punkten des Kreises q, hdclisteiis 
die Pnnkte q, c„, ■ ■ ■, ausgenommen, regular Terkalt. Nun ist p 
eine -wiUkurlicke GroBe, und der Ausdruek (1) nnabkangig von p; 
mitliin laBt sich schliefien, daB (1) eine analytische Punktion dar- 
stellt, die in jedem in endlicher Entfemung gelegenen Pnnkte der 
Ebene, hochstens die Pnnkte c^, e^, ■ ■ ■ ausgenommen, regular ist. 

Urn zn ersehen, wie sich diese Fnnktion in einem Pnnkte c 
verhalt, genitgt es zu bemerken, daB sich mittels des soeben dar- 
gelegten Verfahrens schlieBen laBt, daB die Fnnktion: 


( 1 ) 


m -2 


F{x)- 


in^ — 1 




J 7i = l 


~ 1 

A = 1 


wo der obere Index s die Anslassung des s-ten Gliedes anzeigt, in 
alien Ton den Punkten c^, c,_i, ■ • • verschiedenen Punkten 

Ws - 1 

der Ebene, folglich auch im Pnnkte regular ist; da nim ^ 

als Polynom fiir jeden endlichen Wert von x regular ist, so^ist auch 
die Funktion: 


in regular, d. h. ist der zum Punkte gehorende Hauptteil 

der Punktion F{x). Daher genugt F{x) den gestellten Bedingungen. 

Ist ^{x) eine zweite Punktion, welche denselben Bedingungen 
genugt, so ist die Differenz d>(a;) — F{£] eine fiir jeden endlichen 
Wert von x regulare Funktion, A h. eine ganze Funktion, und der 
allgemeinste Ausdruek fiir die gesuchte Punktion ist daher: 
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h=l L ^ k=0 


+ 


WO g(x) eine willkiirliclie ganze Punktion bezeiclmet. 

Das ermittelte Ergebnis laBt sicb daber folgendermaBen aus- 
sprecben: 

Sind unendlich yiele Punkte •** von cler Art ge- 

geben^ daB: 

I ^ 1 ^2 1 ^ * * *; ^ ; 

^ = CO 


und sind unendlich viele Punktionen: 


gegeben^ wo die g ganze Punktionen ihrer Arguniente be- 
zeichnen^ so ist es auf unendlich viele Arten moglich^ eine 
Punktion ^{x) zu bilden^ die singulare Punkte 

mit den Hauptteilen (2) besitzt und sonst in jedem in end- 
licher Entfernung gelegenen Punkte regular ist (Satz von 
Mittag-Leffler). 


351. Zwischen dem Satze von Mittag-Leffler und dem von 
WeierstraB besteht ein enger Zusammenhang. 

Nehmen wir an^ die Punkte Cg, • • • seien samtlich einfache 
Pole mit den Hauptteilen: 


^ Cg 

Da bekanntlich fiir I ^3? 1 < I Ct, I : 


X — c. 




fc = 0 


,it+l 


ist, so ist die zu bildende Punktion: 
00 r “I 

7i = l L * A ^ 


oo 


A = 1 L 


1 a;”"A ■ _ c^A 


: — C;, c^h{x — C,)^ 


+ 9{x) 






- + gix). 
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Setzt man mm g(x) = V{x), wo l(x) (Art. 201) eine ganze Funk- 
tion ist, und: 

f(x) = e'wJY (1 — 7 -) ^ 

SO hat man (Art. 210), wenn mj^ = genommen wird: 

= 0(x) 

252. Wir gehen dazu fiber, die allgemeineren Untersuchungen 
Mittag-Lefflers zu entwickeln. 

1st A eine isolierte und folglich (Art. 50) abzahlbare Punkt- 
menge, deren Elemente man daher mit ^ 2 ? ‘ ‘ bezeichnen kann, so 
kann es Yorkommen, daB nach Fortnahme der Punkte der Mengen A 
und A' aus der Ebene eine aus einem einzigen Stucke bestehende, 
d. h. eine zusammenhangende Flache yerbleibt^ ebenso kann es aber 
auch geschehen, daB die Ebene dadurch in zwei oder mehr oder auch 
unendlich viele gesonderte Teile zerffflt. Ein Beispiel fiir den ersten 
Fall erhalt man, wenn A die Menge der ISTullstellen einer ganzen 
Funktion ist; ein Beispiel fiir den zweiten Fall laBt sich folgender- 
maBen gewinnen. 

Man nehme eine Folge zunehmender positiver Werte: 

(1) Fi, Yi, ■ • 

die eine bestimmte endliche Grenze q besitzen moge, ordne femer 
(Art. 33) die rationalen Zahlen zwischen 0 und 27t auf eine der 
unendlich yielen Arten, auf welche dies moglich ist, in eine einfache 
Reihe: 

und setze: 

(2) q = Cs = r.^e‘^=, ■ ■ ■. 

Bezeichnet man mit A die Menge der Punkte c, so besteht die 
Menge A'^ wie leicht zu sehen, aus alien Punkten der Ereislinie mit 
dem Radius p um den Anfangspunkt. In diesem Palle teilt also die 
Menge A -j- A^ die Ebene in zwei gesonderte Teile, einen ersten P, 
der Yon dem AuBengebiete des Kreises q gebildet wird, und eiuen 
zweiten der aus dessen Innengebiet entsteht, wenn man davon die 
Punkte c wegnimmt. 
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Es ist zu bemerkeri; dafi in dem angefiihrten Beispiele die Menge 
A A' die vollstandige Begrenznng des Teiles Q bildet. In 
der Tat gebort jeder ibrer Punkte der Begrenznng Yon Q an^ weil 
ja in jeder Umgebung eines Punktes Yon A -j- A^ Punkte vorbanden 
sind^ die Q angeboren, es gibt sonst keinen weiteren Punkt der Ebene^' 
welcber der Begrenznng Yon Q angeborte. 

Dies gescbiebt nicbt in aUen Ffflen; es kann sicb im Gegenteil 
ereignen, daB die Menge A A' die YoUstandige Begrenznng keines 
der Teile bildet, in die sie die Ebene zerlegt. Wir nebmen beispiels- 
weise auBer der Folge (1) eine zweite Polge you Werten: 

^ 2 ; ’ ‘ *; 

die aber nacb abnebmender Grofie geordnet sein und ebenfalls p ziu* 
Grenze haben moge, nnd setzen Yorans, die Menge A bestebe ans 
den dnrcb (2) definierten Pnnkten nnd ans den Punkten: 

(3) d'l = d.2 = • • • . 

Die Menge A bestebt wie Yorhin ans alien Pnnkten der Kreis- 
linie p; folglicb zerlegt A A' die Ebene in zwei Teile: das AnBen- 
gebiet des Kreises p, mit Ansschlnfi der Punkte (3), nnd dessen Innen- 
gebiet, mit AnsscbluB der Punkte (2). Allein A + A' bildet die yoU- 
standige Begrenznng keines dieser beiden Teile. 

25 3o Wir setzen zunacbst Yorans, die Punktmenge A A zer- 
lege nicbt die Ebene in mebrere gesonderte Teile. Es sei ferner 
eine abzablbare Menge yob Fnnktionen: 

( OJ — Cj) ^ — 

gegeben, wo jede der Fnnktionen g eine ganze Funktion ibres eigenen 
Ai-gnmentes obne konstantes Glied bezeicbnet^). 

Wir wollen eine analytiscbe Funktion bilden, welcbe die Punkte 
der Menge A-\- A als einzige singnlare Punkte besitzt nnd im Punkte 

C;. den Hauptteil liat ^). 


1) Wilre Cj^ der unendlicb feme Punkt, so kame Qj^ix) an Stelle von 

a, (^“:) ^ 0 ^ 122 ;. 

2) Es ist kaum notig zu bemerken, daB man von dieser Aufgabe zu der 
spezielleren des Art. 260 gelangt, wenn man voraussetzt, A bestebe lediglicb 
aus dem unendlicb fernen Punkte. 
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Die Meuge der Abstande eines Punktes Yon den Puiikten der 
Menge A' bat eine nntere Grrenze die nicbt Null ist^ weil ja sonst 
Grenzstelle you A' sein, also A." und somit (^Art. 7) A' angehoren 
wurde, was immdglicli ist^ da A isoliert ist. Gleichwobl hat die 
Polge Ply p 2 ?'‘‘ Greuze. Es liefien sicb namlich im 

entgegengesetzten Falle nacb Annahme einer beiiebigen positiven 
GroBe 6 uneudlicb Yiele Zablen • • * der Art angeben^ daft 

> (?; <7; • • •*, dann wiii'de aber die Meuge der Pimkte * * - 

keinen der Punkte you A' als Grenzstelle baben konnen, wahrend 
andrerseits diese Menge niindestens eine Grenzstelle besitzt, die A'^ 
angeboren miiB. 

Da also lim = 0 ist^ so konnen wir den Yerschiedenen Punkten 

Zi = CO 

ebenso Yiele ; nicbt notwendig Yoneinander Yerscbiedene Punkte 
der Menge A' so zuordnen^ dafl: 

lim , — dj ^ ' == 0 

h-'ji 

ist. 

Bescbreiben wir lun einen Kreis Cj^, dessen Radius > | f 

sein moge^ so entbalt Cj^ in seinem Innern den Punkt und die 

Funktion gA \ die aufierbalb dieses Kreises regular ist^ laBt 

\X—ChJ ^ 

sicb in eine Potenzreibe Yon entwickeln: 

V. // 




Setzt man: 






1 ^^A 




so laBt sicb diese Entwicklung so scbreiben: 




sie konYergiert gleichmafiig auBerhalb des Kreises Cj^y d. b. fiir alle 


Werte Xy fur die: 
( 2 ) 


a: — 


< « 


ist. Wahlt man mitliin willkiirlicli eine Polge positiver GroBen Ej, £ 2 , • - - 

ce 

Yon der Art, daB ^ konYergiert^ so laBt sicb fiir jeden Wert Yon h 
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eine Zahl von cler Art angeben, daB fiir alle Werte von die 
der Bedingung (2) geniigen, gilt: 


Oder aueb: 


2»..( 

k-m. ^ 


x—d/J 


< h, 



<h- 


Wir bilden jetzt die Funktion: 


F{x) 


- \ ;t=o '' 


d., 


h ^ J 


1st Xq ein Punkt der Ebene^ der weder A noch J.' angebort, so ist 
die untere Grenze seiner Abstande von den Punkten von A + A' nicht 
Null, weil ja in diesem PaUe Xq der Menge A' angeboren wiirde. Es 
laBt sicb somit ein Kreis ^ um Xq bescbreiben, der -weder in seinem 
Innern nocb auf seinem Umfange Punkte von A oder von A' entbalt; 
nennt man d die untere Grenze der Abstande der Punkte des Kreises 
von denjenigen der Menge A + A', so ist d eine von Null verschiedene 
GroBe. Da andrerseits: 

lim 1 — rf;, i = 0 

A = 00 


ist, so laBt sicb eine Zabl n von der Art angeben, dafi fiir jedes h > n 
I < f d wird. Man bat damn flir alle Punkte x des Xreises y: 


X — dj. 


<f; 


folglicb: 


F(x) 


=2 




L \ A/ ;fc = o A J + l " 


Das erste Glied auf der recbten Seite ist die Summe einer end- 
lichen Anzahl in y regular er analjtischer Funktionen; auf das zweite 
Glied laBt sicb (vgl. iit. 250) der Hilfssatz von WeierstraB anwenden. 
Folglicb ist eine in y regulare Funktion, Man beweist alsdann^ 
wie in dem angefiibrten Artikel, daB F(x) f-iir den Punkt den 

Hauptteil gj .( — ~ ^ besitzt. 
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1st 0(x) eine weitere Funktion mit denselbeii Eigenschaften wie 
F(x), so ist die Differenz 0(x) — F(x) eine Funktion^ die mindestens 
in alien Punkten der Ebene regular ist, die nicht der Menge A' an- 
gehoren. Folglicli ist die allgemeinste Form der gesuckten Funktion: 


oc r 

h = l ^ 






h/ J 


+ 


wo l(x) eine Funktion bedeutet, die keine andern singularen Punkte 
haben kann, als die Punkte you A'. 


254. Zerlegt die Menge A-r ^ die Ebene in mekrere gesonderte 
Teile und bildet die voUstandige Begrenzung des einen von ikneii, 
P, so stellt der soeben gebildete Ausdruck in P eine analytiscke 
Funktion dar, die den gestellten Bedingungen geniigt und sick Tiber 
diesen Bereick kinaus nickt fortsetzen laBt. In andern Teilen der 
Ebene stellt er andre analytiscke Funktionen dar. 


255. Aus den dargelegten XJntersuckungen lassen sick nock 
andere Folgerungen zieken. 

Es sei eine analytiscke Funktion gegeben, 1 sei die Menge 

ikrer singularen Punkte. Die Menge I ist dann abgescklossen 
(Art. 158), und man kat deskalb: 

i=r + 

■wo J eine isolierte Menge ist, die Null sein wtirde, wenii I perfekt 
ware. Wir woUen diese Voraussetzung nickt macken. 

Es seien demnack • die Punkte der isolierten und somit 

nbzaklbaren Menge J. 

Durck Anwendung des Laurentscken Satzes konnen wir den 
Hauptteil ^ der gegebenen Funktion W{x) in jedem Punkte 

Yon Pbestimmen; sodann vermogen wir (Art. 253) die Funktion F{x) 

zu bilden, die in den Punkten von J die Hauptteiie gJ — ^ — | 
besitzt und sick sonst regular verkalt. Die Funktion: ^ 

W{x) — F{x) = ^{x) 

ist dann auck in den Punkten von J regular und kann keine andern 
singularen Punkte kaben als die Punkte von I\ 
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Wir haben so folgendes Ergebnis gewonnen: 

1st eine Funktion, die isolierte singulare Punkte 

besitzt, so laBt sich eine Funktion bilden, die auBer 

in alien Punkten, in denen es ist, aucb in diesen 

Punkten regular ist. 


256. Der bereits bervorgebobene Zusammenbang zwiscben den 
Satzen von Mittag-Leffler und WeierstraB ermdglicbt uns, den letzten 
Satz auf Grund der Ergebnisse der vorangebenden Artikel in be- 
nierkenswerter Weise zu verallgemeinern Der Kiirze balber be- 
scbranken wir uns auf die bloBe Angabe der Satze: 

Ist eine isolierte Menge von der Art^ daB 

A + A' entweder die Ebene uberbaupt nicbt in mebrere 
Teile zerlegt oder, wenn dies der Fall ist, docb einen 
dieser Teile, P, vollstandig begrenzt, so laBt sicb eine ana- 
lytiscbe Funktion bilden, die in der ganzen Ebene mit 
Ausnabme der Punkte von A + A' bezw. in dem Bereicbe P 
existiert und in den verscbiedenen Punkten Nullstellen 
Oder Pole von vorber bestimmter Ordnung besitzt. Der 
allgemeinste Ausdruck ftir eine solcbe Funktion ist: 


( 1 ) 


00 

k-1 ^ 



wo und die ibnen bereits (Art. 253) beigelegte Be- 
deutung baben, und l(x) eine Funktion darstellt, die in dem 
Existenzbereicb der zu bildenden Funktion und auBerdem 
aucb in den Punkten von A regular und von Null ver- 
schieden ist. 

Ist eine mit Nullstellen und Polen versebene Funktion 
W(cg) gegeben, so laBt sicb eine zweite Funktion S^(pc) an- 
geben, die nicbt nur in den Punkten, in denen die Funktion 
W(x) regular und von Null verscbieden ist, sondern aucb 
in deren Nullstellen und Polen regular und von Null ver- 
scbieden ist. 


357. Die eben ausgesprocbenen Satze gestatten uns, auf dem in 
Art. 255 eingescblagenen Wege weiterzugeben. 


1) nj ist fur die Nubstellen eine positive, fur die Pole eine negative ganze 

Zahl. 
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1st eine Funktion W(x) gegeben und ist J(c^, die Menge 

iiirer isolierten singularen Punkte, so liat man nach dem Laurentsclien 
Satze in der Umgebmig von Cj^: 

= 9k Fcy) + 

WO — O Potenzreihe von oc — Cj^ ist, die innerbalb eines 

gewissen Kreises konvergiert, an£ dessen Bestimmung indes nichts 
weiter ankomnit. Indem wir mit eine beliebige positive ganze 
Zabl bezeicbnen, setzen wir: 

^ = ^hO + ^hl (P — ^h) + (p^ — H + 

folglich: 

= 9h (a,, -i c;;) + ^;.o + 

+ H — ; 

anfierdem: 

9k 0 ,) + (^ - + • • • + = 

+ » • * — ^ 1)^71 ^ a )? 

WO A(—Y — \ eine ganze Funktion von — - — obne konstantes Glied 
und ^j^{co~Cj^ eine Potenzreihe von x — Cj^ ist. Man hat alsdann: 

{!) W{x) = (ir — {x — Cj^h ^]Sp^ O* 

Wir wollen nun zeigen, daB sich eine Funktion bilden laBt, die 
in alien Punkten regular ist^ in denen es Wix) ist, und auBerdem in 
der Umgebung jedes Punktes mit "^{x) nicht nur in den negativen 
Potenzen von x — (d. h. in dem Hauptteil), sondern auch in den 

positiven Potenzen bis zu einem gewissen vorher bestimniten Grade 
— 1 ubereinstinunt oder — kurzer gesagt — W{x) in der Umgebung 
jedes Punktes q mit einer vorgeschriebenen Annaherung 
darstellt. 
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ISTacli Formel (1) des Art. 256, in welclaer = ft 

Torausgesetzt werde, moge zu diesem Zwecke zunilchst die Funktion: 


< 2 ) 


Fix) =]7 

A = 1 


1 - 


X — df^ ) 



gebildet werden. Die Funktion: 

Fix) 

ist dann in dem Punkte Cj^ regular oder kat in ikin hockstens eine 
isolierte Singularitat, und es ist folglick nack dem Laurentscken Satze: ■ 


( 3 ) 


F{x) 




wo 9 ;, 




eine ffanze Funktion von 

^ X C;, 


und (x — eine 

Potenzreike von x — Cj^ ist. Wir bilden nun (Art. 253) eine Funk- 
tion 6(x), die uberall regular ist, wo W{x) es ist, und in Cj^ den 

Hauptteil (pj ^( — ^ ^ kat. Man hat alsdann in der Tlmgebung von C;/. 

6 (^) = 9h ( jft;) + ®hi^- O » 

wo — Cj) eine Potenzreike von x — Cj^ ist, folglick geniaB (3): 


F(x) 


= d{x) - %^ix - o, 


wo: 


%, (* - C,,) = ©A (^ - Cj) - 
-eine Potenzreike von x — Cj^ ist. Daraus ergibt sick: 

Fix) d (x) = ix- c^k fu ^ • 


Ferner folgt aus (2), daB in der Umgebung von Cj,: 

Fix) = ix- c^yk\ ix - c,), 

WO wieder eine Potenzreike von x — Cj^ ist; somit folgt 

scklieBlick: 
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Fix}e{x) = (x- - c,y‘h'^,,{x-c,,), 

wo: 

- ^h) = 2:,, {x - Cj) (a; - c„) 

al^ermals eine Potenzreilie Ton x — ist. DurcL. Vergleichung mit 
(1) erkennt man^ da6 das Prodxikt F{x)d{x) die gegebene Funktion 
W{x) mit der gewiinschten Annalierung darstellt. 

258. Wir baben gefimden, daB, weiin die Menge I der singu- 
laren Punkte einer Fiinktion W{x^ mcht perfekt ist nnd 

i=r + j 

gesetzt wird, eine Funktion, die wir ^i(^) nennen wollen, gebildet 
werden kann, die in den Punkten Yon J keine Singularitat rnekr bat. 
Es kann gleicbwobl Yorkommen, daB ^i(^) ibrerseits isolierte singu- 
lare Punkte besitzt^ sind z. B. die Punkte Yon 1', wie es im all- 
gemeinen der Fall ist, fiir ^lipo) samtlicb singular e Punkte iind ist 
r nicbt perfekt, so sind, falls man: 

i' = r + Ji 

setzt, die Punkte Yon isolierte singulare Punkte Yon Es 

laBt sicb dann eine Funktion ^F^ix) bilden, die in den Punkten you 
keine Singularitat mebr bat, usw. Es erbebt sicb nun die Frage: 
Fiibrt dieses EeduktionsYerfabren scblieBlicb auf eine Funktion obne 
isolierte singulare Punkte, d. b. auf eine solche, deren singulare Punkte 
eine perfekte Menge bilden? 

Wir erinnern daran (Art. 89), daB es, wenn I eine abgescblossene 
Menge ist, eine erste Ordnungszabl erster oder zweiter Klasse you 
der Art gibt, daB perfekt oder ISTull ist und daB man bat: 

Y<ct 

die Mengen giix(j isoliert, mitbin abzablbar und stimmen 

mit den oben durcb c7, • • • bezeicbneten tiberein, so daB wir 

scbreiben konnen: 

y <a 

Wir bezeiuhnen ferner mit Cja, • • • die Elemente von J, mit 
■ die von nnd nebmen willkurlich positive Zablen: 
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Ton der Art an, dafi: 

( 1 ) 

A = l, 2, ■ 

y< a 

konvergiert. Sind mm: 

— ^02 

die Hauptteile von W(x) in iiiren isolierten singnlaren Punkten 
Cqu Cq2j • ' •? so koimen wir nack Art. 253 mit Benntznng der Zakien 
foi; ^0 2; ‘ ’ * Funktion F(x) kilden, die in diesen Punkten die- 
selben Hauptteile kat^ und: 

^^(x) =- W(x)-F(oc) 

ist alsdann in iknen regular. Sind weiterkin: 

— ^12 

die Hauptteile von (x) in ikren isolierten singularen Punkten 
Ciif c^27 ' ' '? konnen wir mit Benutzung der Zaklen €12; * * * 
eine Funktion F^(x) bilden^ die in diesen Punkten dieselben Haupt- 
teile kat; und: 

= ^Fi{x) — F^{x) = W{x) — F{x) — F^{x) 

1 ) Bs lafit sick leickt beweisen, dafi dies anf unendlich viele Weisen mog- 
lich ist. 

Nehmen wir eine zweifach nnendliche Gxofienmenge: 

hk 7^ = 1, 2,...), 

deren Snmme endlich sein moge; es sei z. B.: 

_ 1 

worans folgt: 

00 00 

i=ih=i 

Da die Ordnungszaklen, die kleiner als a sind, eine abzahlbare Menge bilden, 
so lafit sick eine gegenseitig eindentige und vollstandige Beziekung zwischen 
diesen Zahlen und den Elementen der naturlichen Zahlenreihe bilden. Ist i das 
dem Elemente 7 der ersten Menge entsprechende Element der zweiten, und setzt 
man : 

^ih ’ 

so ist: 

7i=l,2. -- 
Y<cc 

Vi V anti, Tlieorie der eindeutigen analytischen I’unktionen. 


15 
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ist alsdann nicht nur in den Punkten Cq^, • • sondern aucli in 
den Punkten • • • regular. Indem wir so fortfahren^ gelangen 

wir zu einer Funktion: 

00 

Y = 0 

die in den Punkten you J, ^ ‘ regular ist. Es ist klar^ dafi sich 
dieses Verfakren fortsetzen laBt, bis man zu einer Funktion: 

^^(x) = W{x) —2 

Y<a 

gelangt, die keine andren singularen Punkte haben kann als die Punkte 
der x^erfekten Menge 

Es eriibrigt nur nocb zu beweisen, dafi ^ F^(x) eine analytiscbe 

Y<cc 

Funktion ist. Zu dieseni ZYP-ecke mag eine Bemerkung von ISTutzen 
sein^ die sick aus dem in Art. 253 entwickelten Verfabren ergibt. 
Ziebt man namlicb einen weder nock Jy angekorigen Punkt in 
Betrackt und greift man eine TJmgebung desselben keraus, die von 
keiner dieser beiden Mengen Punkte entbalt (was inimer moglick ist), 
so bat man fur alle Punkte x einer solcben Emerebunct: 

00 

/i=i 

CO 

nun ist 2 Teil einer konvergenten Reibe mit x^ositiven Gliedern, 

7i =1 

folglick ist sie selbst konvergent; bezeicbnen wir ikre Sumnae mit 
so erbalten wir: 

Nun ist J) ein Bestandteil von I, folglick Jy ein Bestandteil von 
I und infolgedessen von I. Ist daker Xq ein Punkt des Bereickes, 
in dem Wix) regular: ist, so konnen wir, da 1 abgescklossen ist, eine 
Umgebung dieses Punktes wablen, die keinen Punkt von I entbalt 
und in dieser Umgebung gilt dann die Beziekung (2) fiir jedes y <.a, 
Es bilden aber die Zaklen y<ia eine abzablbare Menge (Art. 75); 
daker laBt sick zwiscben diesen Zaklen und denen der naturlicken 
Zaklenreike 0, 1, 2, ••• eine ein-eindeutige und voUstandige Beziekung 
kersteUen. Bezeicbnen wir mit die ZabI dieser Reibe, die der 
Zakl y entsprickt, und setzen wir: 
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SO wiri aus der XJngleicliuiig (2) folgende: 

und man erlialt dureh Snmmierimg fiir ^6 = 2 , • • •: 

05 cc 

/U~ I JU=1 

Die Eeihe rechts konvergiert, weil ihre Summe niehts andres ist 

CO 

als die Summe der lleilie ( 1 ); somit ist die Reihe ^ JSAx) in der 

in = l ^ 

ketracliteten Umgebnng gleichmaBig konvergent imd stellt alsdami 
nack dem Hilfssatz yon WeierstraB in dieser Umgebnng eiae im 
Punkte regnlare analjtiscbe Pnnktion dar. 

Man beweist sodann, wie in Art. 253, daB in einer Umgebnng 
eines Punktes der Menge J die Differenz: 


regular ist. 

Es sei nun /3 eine der Zahlen 7 ; wir scbreiben dann: 

(i<y<a ,u=l 

WO der rechts vom zweiten Summenzeichen angebrachte Buchstabe 
"anzeigen soli, daB aus der Summe alle Glieder wegfallen soUen, deren 
Index ft gemaJB der eben betrachteten Beziehung solchen Zahlen y 
entspricht, die kleiner als /3 sind. Es wird dann in der tiblichen 
Weise bewiesen, daB die Differenz: 


= 1 



in der Umgebnng von regular ist. 

Somit ist erwiesen, daB die gefundenen Ausdriicke analytische 
Funktionen mit den gewiinschten Eigenschaften sind, und daB ins- 
besondere analytische Funktion ist, die nicht nur in alien 

Punkten regular ist, in denen es W{x) ist, sondem auch in alien 
Punkten der Menge I — 


IS"- 
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Neuere Untersucliungen iiber die ganzen Funktionen^). 

259* Ein tieferes Studium der ganzen Funktionen liat die Not- 
■wendigkeit erkennen lassen, auBer dem Range einer ganzen Funktion 
noch. andre konstante Zalilen zn beriicksiehtigen, die unter sick und 
mit dem Range durcb bestimmte Beziehungen verknupft sind. Diese 
Zablen — es sind ikrer drei — haben von den verscbdedenen Autoren 
verscbiedene Bezeicbnungen erkalten; um aber die Zabl neuer Namen 
nicbt unnotig zu vermelu*en, werden wir sie einfack als A-Index^ 
jtt-Index und ^'-Index der Funktion bezeicknen. 

Sei f(x) eine ganze Funktion mit den Nullstellen Cg; • • •; 
femer sei Als A- Index der Funktion f\x) werden wir 

diejenige Zabd A bezeicknen^ welcke die Zablen fiir welehe die Reike 

^ — divergiert; von denjenigen sckeidet^ fur die sie konvergiert, oder 

hT=l^h 

aber die Zakl A von der Besckaffenkeit, daB fiir jedwede positive Zakl a 


1) Dell’ Agnola 524^ Bagnera 526^ Barnes 528, Bassi 17, Borel 
47, 49, 66, 67, 74, 75, Bortolotti 81, Bontronx 83, 84, 85, 86, 638, 539, 
Bukrejef 89, Desaint 130, 132, 133, Fabry 149, Gonrsat 176, Hadamard 
182, 183, 188, 189, 190, 555, Hardy 559, 561, 562, 563, 564, Hayashi 569, 
Hill 571, Jaggi 213, 573, Jensen 215, von Koch. 228, 583, Kraft 231, 
Lean 585, Levi-Civita 265, Lindelof 269, 271, 275, 589, Lindgren 592, 
Maillet 2S0, 283, 284, 285, 286, 289, 291, 292, 293, 294, 298, 594, 595, 596, 
597, 599, Malmqnist 600, Mellin 601, Mittag-Leffler 602bis, 603, 604,, 
Orlando 607, Painleve 347, Pellet 610, Petersen 364, Petrovitcb 612, 
Pbragmen 613, Poincar^ 397, 399, Pringsbeim 414, 415, 619, Remonn- 
dos 627, Scbaper 437, Scbon 448, 449, Sigma 636, Stormer 639, Toffo- 
letti 482, Vivanti 503, Wigert 520, 651, Wiman 653. 

Eine besondere Beachtting verdient die wahrend des Drnckes dieses Bucbes. 
erscbienene Abbandlnng von Pringsbeim (619), die eine systematiscbe Dar- 
stellnng seiner Untersnchnngen nber ganze Funktionen von endlicbem flange 
darbietet. 

2) Ordre reel (Borel 47), Konvergenzexponent (Scbaper 437),. 
Grenzexponent (Pringsbeim 415). 
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1 . . 1 

die Keihe Ss— divergiert, ^ aber konyergiert. Die Kon- 

h=l^'h ^ ^ 

vergenz der Keihe kommt hier nicht in Betracht; aucli laBt 

h = i '^h 

sich dariiber im allgemeinen nichts aussagen. ^ 

Gribt es keine Zabl Qj fiir welche die Reihe konyergiert^ 

so sagt man, der 2-Index sei unendlicb. 

1st der 2-Index endlicb, so ist die Fnnktion erster Klasse (Art. 209) 
und nmgekebrt. 

Der 2-Index wird ancli Koiiyergenzexponent der Eeilie der 
Nulls te lien genannt. 

Ist die Funktion 2>-ten Ranges, so liat man: 

p<i<p + 1 , 


wenn 2 nicbt ganzzablig ist, dagegen: 

2 = p Oder 2=2) + 1 , 

wenn 2 ganzzablig ist. 

00 

Sei ^ die Entwicklung von f(x) in eine Potenzreibe yon 

/i=0 

und Als ^-Index^) der Funktion f{x) werden wir die Zabl ^ 

yon der Bescbaffenbeit bezeichnen, dafi, wenn s eine beliebige positive 
GroBe ist, die Beziebung: 



fiir aUe Werte von li gilt, die groBer sind als eine bestimmte (yon s 
abbangige) Zabl, wabrend sicb, weim eine beliebige Zabl H festgesetzt 
wird, stets zugleicb Werte H ermitteln lassen, fiir die: 


wird. Da nun^): 


( 1 ) 


« 7 , > 


1 

(7t !)'“ + * 


1 


lim 

7/ = Qo 


h 


i 

c 


ist, so konnen die vorstebenden Beziebungen aucb folgendermaBen 


1) Ordnung nach Schaper (437). Lind el of (269) driickt sicb dahin 
1 

aus, cijJ^ sei d’ordre 

2) Cesaro-Kowalewski, a. a 0., S. 110. 
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gesclirieTDen werden: 

Als v-Iadex^) von f(x) werden wir endlicb eine Zahl v von der 
Beseliaffenlieit bezeicknen, da6, wenn wir wie fruber unter M(q) den 
groBten absoluten Betrag von f{x) fiir ja;! = ^) versteben und s irgend 
eine positive GroBe ist, die Beziebnng: 

( 2 ) M(q) < 

fiir alle Werte von q besteht, die groBer sind als eine bestimmte Zahl, 
wahrend es nach Annahme irgend einer GroBe JR, stets zugleich "W erte 
^ giht, fiir die: 

M(q) > ^). 

Gibt es keine endliche ZaU v, die dieser Bedingung geniigt, wie 
es z. B. bei der Funktion f{x) = der Fall ist, so sagt man, der 
v-Index von f(x) sei unendlick 

1) Ordre apparent (Borel 47), Ordnnng (Pringskeim 41o). Schaper 
(437) gebranckt den Ansdnick, f(x) sei vom Typus , 

2) Es kann sich ereignen, dafi die Relation: 

(a) MieXe^^'’ 

stattfindet, die beschrankender ist als (2); setzt man namlick voraus, (a) gelte fiir 
jedes qJ>q\ nnd ninomt man a beliebig an, so laBt sich q" derart bestimmen, 
dafi fiir jedes q > q'": 

ist, wonach (2) fur jedes q besteht, das grdfier ist als q' nnd als g". Bezeichnet 
dann t] die nntere &renze der Werte d, fiir die (a) stattfindet, so ist: 

(ft ill (pX 

for alle g, die eine bestimmte Grofie ubersteigen, -wahrend es fnr jedes beliebige 
JS Werte gj>ll gibt, fiir die: 

(r) iH'(p)>e^’'-'^f’’ 

ist. Ist 15 = 0 , SO rednziert sich (P) anf: 

(ft 

wahrend (y) keine Bedentung hat. 

Pringsheim (619) bezeichnet als Fnnktionen vom Maximaltypus (der 
Ordnnng v) diejenigen, fiir die keine Relation von der Form (a) besteht, als 
Fnnktionen vom Normaltypns 7 ] diejenigen, fiir welche (|3) nnd (y) stattfinden, 
als Fnnktionen vom Minimaltypns endlich* diejenigen, welche der Beziebnng 
(d) geniigen. 
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260, Die ^/-Indices sind in beziig auf jede ganze 

lineare Substitution invariant^). 

I. Betreffs des /l-Index braucbt nur der in Art. 216 gefiihrte 
Beweis -wiederliolt zu werden. 

II. Wenden wir auf eine ganze Funktion f(x) eine ganze lineare 
Substitution: 

(1) a; = J.?/ + 

oo oo 

an, so ist, wenn wir f(x) = setzen und mit 

h=0 r=0 

das Ergebnis der Substitution bezeicbnen, gemafi Art. 147: 

00 00 

9 ( 2 /) = fiAy + 5 ) = 2 + 

h = Q 2" = 0 

so daB: 

00 

K = {B)=^^gc + r){7c + r-l).--Qc + l)a,,,& 

' * = 0 

ist. Ftir alle Werte von die groBer sind als ein bestimmter Wert 
bat man: 

\ i I cT *1 ^ 1 

' ^ ((Z; + - (»■!/'“* ■ 

AuBerdem diirfen wir stets | ^ | < 1 voraussetzen, weil ja andern- 
falls (1) durcb eine endlicbe Folge von solcben Substitutionen ersetzt 
werden konnte, daB fur jede von ibnen |J3j<l ware. Man bat 
unter dieser Voraussetzung (s. Art. 135): 

00 

2* (7. + r) (Z; + r - 1) • • • (fc + 1) ! , 

" (1 — 1 ^ ) 

mitbin: 

16 K—Ml i_ 

Nun hat man, wenn ^ 1 ist: 

i^r < 1 

(1 — i5|f+‘ = (i-|5;)'-+^’ 


1) Auf Grand dieses Satzes werden wir bei Fragen betreffs der Indices 
stets voraussetzen konnen, daB die Funktionen, mit denen wir es zu tun haben, 
im Anfangspunkte nicbt verscbwinden, was die Entwicklungen etwas vereinfacht. 
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ist dagegen | ^ | > so folgt: 

1^ . 

Bezeiekneii wir also mit c die eine oder die andre der reelleii und 

1 I j\ I 

positiven GroBen 


I <; + i — I — 


1st s eine beliebig kleine positive GroBe und setzt man voraus^ 
a sei kleiner gewablt als e, so kami man schreiben: 


\\\<- 


(r!)^”^ \r!y 




c = d^'~^ gesetzt ist. I^un nabert sicli^ wenn v dem Unendlichen 


zustrebt, — der IsTiill^), folglich laBt sicli eine Zalil von der Art 
finden^ da6 fiir jedes 


cf 

Q'l 



wird. Fiir jedes r, das gTofier ist als 7'q und gilt alsdann: 


Deronach ist der ft~Lidex der transformierten Funktion nicht 
groBer als derjenige der nrsprtingliclien. Da man aber umgekebrt 
dnrcli eine ganze lineare Substitution von der Funktion (p{y) zu der 
Funktion f(x) gelangen kann^ so darf man bebaupten^ daB der ^-Index 
von f(x) nicbt groBer ist als der von (p(x). D. b.: Der ^-Index ist 
fiir jede ganze lineare Substitution invariant. 

in. Wir betracbten wiederum die Funktion f(x) und die aus ihr 
mittels der linearen Substitution (1) transformierte Funktion (p(y). 
Der Eiufacbbeit balber scbreiben wir: 


— _ = 1 ^ 1 = a. 

In der y-Ebene bescbreiben wir um den Anfangspunkt mit einem 
Radius r > o' einen Kreisj der Punkt s liegt dann innerbalb dieses 
KreiseS; und wir konnen um s zwei Kreise bescbreiben, den einen 

1) Cesaro-Kowalewski, a. a, 0., S 102. 
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mit dem Eadiu>s = r 0 , der den Kreis r von anBen; den andern 
mit dem Radius r — 0 , der ilin von innen berulirt. Diesen beiden 
Kreisen entsprecben in der ^ir-Ebene zwei Kreise um den Anfangs- 
punkt mit den Radien Wir denken uns r so groB gewablt^ 

daB fur jedes p ^ ar^: 

wil'd; alsdann ist in dem ganzen von den Kreisen ar^, begrenzten 
Kreisringe der ^r-Ebene: 

und folglich in dem ganzen entsprecbenden Kreisringe der ^-Ebene: 

Da aber der I^j’eis r in diesem Kreisringe entbalten ist, so wird; 

Knn bemerken wir, daB < 2r ist; auBerdem kann, weiin s' > 
r so groB genommen werden, daB: 

ist. Daraus folgi:: 

eine Bezielinng, welcbe beweist, daB der i/-Index von (p(jj) nicht groBer 
ist als der von f(x). Mittels der oben angestellten Uberlegung wird 
gezeigt, daB er ebensowenig kleiner ist; folglicb kann man scblieBen, 
daB beide Indices gleicb sind. 

Damit ist der Satz voUstandig bewiesen. 


261, Wir betrachten nun einen WeierstraBsclien Primfaktor 
(Art. 208): 

^ ^ t ^ z- 

~2t 

EJx) = (1 — , 


wo der dem E beigefiigte Index den Grad des Polynoms im Ex- 
ponenten angibt. 

Es sei ^ = setzen wir zunachst: 

l<e<i 


1) Da wir es mit zwei Funktionen, f(x) und qp(£c), zu tun baben, so wollen 
wir der Klarheit wegen M\f{Q)\^ M\cp{r)\ statt M{r) schreiben. 
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voratiSj so ist: 


* 


2‘,- 


.P + I 






aiiBerdem ist, wenn 0 ^ -r ^ 1 : 

|ij+i < 

1 


Nimmt man also: 

(1) c 
so Eat man: 

( 2 ) 


^{p + 1) (1-e)’ 

^P-rt 


WO c eine von r iinabhangige Konstante ist. 


Setzen wir jetzt: 
voraus, so erhalten v^ir: 

(3) i 


<I<1 


1 — x\<l + 


mithin: 


r 


ei=i 


P .k 




(5) 


9 t I ^ I ^ 4_ . . . 4_ — 


Nim Eat man, wenn 0 < r ^ 1 : 

2|+y + -|-' + -- - + y<2|+r+r4---- + l^<i>+l^ 

< ^+1 Qp + t ^ -P_+i tp+t 
= 0i?+l ^ ^ QP+l 5 > 


SO daB sicE, wenn: 

(6J 




l±l 


— 03^+1 


genommen wird, wiederum ( 2 ) ergibt. 

Setzen wn^ endlicE | ^ 1 voraus, so EeEalten ( 3 ), ( 4 ) und mitEin 
aucE ( 5 ) iEre Gultigkeit^ femer ist: 

1) Wir bezeicEnen me oben Art. 243 mit Dta den reellen Bestandteil - der 
komi^lexen QroBe a. 
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so claB man, wenn: 

(7) c^p+1 

genommen wird, abermals (2) erlialt. 

WaHt man also beliebig eine zwischen 0 und 1 liegende GroBe B 
und nimmt man dann fur c den groBeren der beiden Ausdriicke (1) 
und (6) — der Ausdruck (7) brancht nicbt beriicksiclitigt zu werden^ 
well er stets kleiner bleibt als (6) — , so liat man fiir jeden Wert 
Yon 

( 8 ) 

WO t eine GrbBe bedeutet^ die der Bedingung 0 ^ r ^ 1 geniigt^ 
c aber eine von r unabbangige positiye Konstante ist. 

262, Der letzte Teil des Beweises im Yorigen Artikel ist nicbt 
mebr giiltig, sobald ^ = 0 wird. Gleiebwobl laBt sicb beweisen^ daS 
(2) fur r > 0 aucb in diesem Falle besteben bleibt^ allerdings unter 
der Bescbrankung, dafi c nicbt von t unabbangig ist. 

Ist T gegeben^ so bestimmen wir eine ganze Zabl m von der Art; 

daB: 

-4-t < ^ < — 

Aus der Beziebimg: 

\1 — x\<e^ 

folgt: 

1 — , 
tmd entsprechend fiir /t==l,2, m— 1: 

2hrti 1 J A 

J.7W 

1 ~ e x^\<e^ . 

multipliziert man alle diese Ungleicbnngen miteinander, so erbalt man: 

1 1 — ir I < . 

Anf dieselbe Weise ergibt sicb: 

1 

1 1 _ * I < eC».+i)f'+\ 
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Nun liat man^ je nackdeni | ^ 1 ^ oder ^ ftir 

alle Werte yon | gilt folgiick: 

\l — x\ 

263. Wir liaben bemerkt, dafi, wenn I uicht ganzzaUig ist, 
p<X <p + -weniL X dagegen ganzzablig ist, X=-p oder X =p +- 1 ist. 

» 1 

Man kann hinzufugen^ dafi^ wenn ^ ^ konyergent ist, X > p, wenn 

■diyergent, X <ip + 1 ist. * “ ^ 

Es liege deninacb eine gauze Funktion yom Range j) yor, die 
wir iiberdies als einfacb (Art. 209) yoraussetzen: 

h = l ^ ^ 


^ 1 

Wir uehmen die Reilie 'S zunaclist als kouTergent an. Dann 

h = l 

ist X '>p und, wenn man X =^p + t setzt (Art. 261): 


Md 


< e 


Nack Wakl einer beliebigen positiyen GroBe ij lafit sick eine 
Zakl n yon der Art angeben, daB: 


mitkin: 


CO 

^ 2c ’ 

7 / = 71 + 1 

n 

= 71+1 ^ 


V 


<e^ 


wird. Naek Wakl einer positiven GroBe u < r kat man ferner: 


n 



< 





Bestimmen wir q so^ daB: 
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wird, so erhalt man: 





<e^ 


't-a 

Q - 




mitkin fiir jedes I ^ 



1st also rj gegeben, so lafit sicL. q in der Weise bestimmen^ daB' 
fiir jedes q: 

( 1 ) \f{x)\<e'i^^ 

wird, worans folgt (ygl. Anm. 2 S. 230) : 

(2) i fix) I < fiir 

» 1 

1st dagegen divergent^ so ist 2 <jp + 1* Wablt man s sO;. 

daB 1 + <i^ + Ij so Bat man: 


1 + 




\f(x)\<e'^='^yk 

Nimmt raan p so, daB: 


"t" , 






4 = 1 T 




SO ist: 

mithin aucb: 


\f{x)\<^*‘ fiir 


Erinnern wir uns der Definitionen des Art. 259, so laBt sich. die 
gefnndene Beziehnng so anssprecEen: Fiir eine einfacEe Fnnktion 
ist der >l-Index niemals kleiner als der v-Index. 

Der Satz erstreckt sicE immittelbar anf Normalfanktionen 
(Art. 209). 

Ist namEcE g{x) ein Polynom, dessen Grad sein mdge, so 
laBt sicE fiir I'^p ein Wert B von der Art angeben, daB fiir jedes- 
I > JS (vgl. weiter nnten Art. 270): 
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ist. Nimmt man und § so groB, dafi 2 < I®'""® wird^ so isfc 

demnacli: 

I I < 

Also: Fur jede Normalfunktion ist l^v. 

264. Elie wir weitergehen, moge erst noch ein Hilfssatz aus 
der TFeorie der Eeihen aufgestellt werden: 

CO 

Ist ^6, eine konvergente Eeihe mit abueliinendeiL posi- 

h = i 

tiyen G-liederii; so hat man lim = 0; umgekekrt ist^ wenn 

1l~cc 

wakrend Ji unbegrenzt wackst, innerkalb endlicker 

CO 

Grenzen rerbleibt^ die Eeike konyergent ftir jedes a> 1. 

h-l 

Zunackst lieBe sick, falls Em libj^ nickt gleick IsTuE ware, eine 

h —<» 

positiye GroBe a you der Art angeben, daB fiir unendlick yiele 
7i-Werte oder also wiirde. Nimmt man daker 

irgend einen Index on an, so lieBe sick ein Index ^^>2m angeben, 
fiir den ~ sein wiirde. Da aber ^ I , ^,+2 folgt: 


+ 1 + ^m + 2 


K > (« - »0 l>h 


was mit der Beding-ung der Konyergenz der Eeike in Widerspruck 
stekt. 

Setzt- man umgekekrt }ib^<CK yoraus fiir alle Werte yon h, 


so folgt: 


mitkin: 


jrcc 

ja ^ 

l»< jr. , 




da aber die Eeike reckts konyergent ist, so ist es auck ^ h^- 

h = i 

Der eben bewiesene HiKssatz gestattet uns, fiir den A-Index eine 
zweite Definition zu geben. 
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Man kann namlicK sagen, X trenne die Zaklen q, welcke der Be- 
dingung : 

lim \ = 0 

7z = ccy^ 

geniigen^ von denjenigen, die ihr nicht geniigen. 

265, 1st f(x) irgend eine ganze Funktion, die im Anfangspunkte^ 
wie wir der EinfacUieit kalber voraussetzen wollen^ den Wert 1 an- 
nimmt; nnd sind wie gewobnlicli • ihre Nullstellen^ so kann 

man fiir jedes beliebige n sckreiben: 

n 

f{^) = “4— IT 

m, 

k = i 

wo ^(x) eine zweite ganze Funktion ist, die im Anfangspunkte den 
Wert 1 besitzt und deren Nnllstellen 0^+2? * ‘ ’ 
konstante Grlied von <p(x) gleich 1 ist, so ist (Art. 128), wenn q 
irgend eine positive GroBe bezeiclmet: 

l<M\,p(Q)\=nn.3J !;• 

I // = 1 ?l = l 

Erinnern wir uns der Definition des z^-Index^ so gilt: 

( 1 ) 

fur jedes q, das groBer ist als eine bestimmte GroBe r. Nebmen wir 
n so groB; daB: 

(e +!)?„>»• 

wird; so konnen wir alsdann: 

9 = (e + 1)7„ 

setzen. Bedenken wir ferner, daB fiir h^n nnd \ x\ = q: 


mitkin : 


1 0, - ^ i ^ - n ^ 


M — - 




ist, so erkalten wir scklieBlick: 
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1 < ; 


« 7n 

Oder aucb: 

n < Q''+^ = (e + 

woraus folgt: 


(2) 

^<(a+l)-+b 




Es verbleibt also — ^ ruiterhalb einer festen Greuze; nacb dem 
Yorausgescbickten Hilfssatze konvergiert mitbin ^ fib' jedes 

/i = l 

a> 1 Oder, was mit Rucksicbt auf die Willktirlichkeit vou s dasselbe 

CC - 

ist, ^ konvergiert fiir jedes a' > 0. Daraus folgt d. b.: 

n-l^n 

Ftir jede beliebige ganze Pnnktion ist v'^X. 

Yerbindet man dieses Ergebnis mit dem in Art. 263 gewonnenen, 
so darf man scblieBen; 

Fur jede Normalfunktion (insbesondere aucb fiir jede 
einfacbe Funktion) ist X^v. 

266. Ftir den soeben bewiesenen Satz laBt sicb ein zweiter, sebr 
einfacber Beweis geben. 

Wir baben gefunden (Ai*t. 244): 


n< 


IgJf(e) 

- Ig(d-i) 


wo B irgend eine Zabl bedeutet, die groBer als 2 ist, n aber die An- 
zabl der ISTulistellen der betracbteten Funktion ist, deren absoluter 

Betrag < ist. Ist q so groB, daB: 

wird, so baben wir, wenn wir bedenken, daB Q <i By ist: 


n < 


^71 1 


ig(e 


0’’+* 


daraus aber ergibt sicb, daB unterbalb einer bestimmten end- 

+ i _ n -4- 1 

lichen GroBe Terbleibt. Dasselbe la£t sicb offenbar von oder 

at’' + * 

aucb von — — bebaupten, woraus folgt (Art. 264), daB, wenn a > s^, 
^ konvergiert oder aber, daB X ist. 

«~1 '^71 



Neuere Untersuchungen iiber die ganzen Funktionen. 


241 


267. Bezeichnen wir mit m^o) den kleinsten absoluten Wert 
von f(x) anf der Kreislinie vom Radius q nm den Anfangspnnkt, so 
gilt folgender Satz: 

1st f(x) eine einfacbe ganze Fnnktion, so lassen sicb^ 
wenn s und B gegeben sind^ Werte q^B angeben^ fiir 
welcbe: 

m(Q) > 

wird. 

L Nebmen wir zunacbst an, die Funktion sei Ranges. 

1st irgend eine Zahl N gegeben, so laBt sieli eine ZaU N 
von der Art finden, daJB ^ Biefie sick namlich ein 

Index Ji von der Art angeben, daB von ihm ab die Differenzen 
“ Zn samtlicli ^ 2 sein wiirden, so daB: 

7h + l 7/, 4-2 ^ yA+l + ^ ^ + + 3 ^ 7 a + 2 + ^ ^ Fa + 


SO wiirde daraus folgen: 




4...^ 


^h + 1 


^ h+2 


'h+3 


.1 _ _] : 1_ 


> 


+ 


5'ft+ ^ ® 


^ L _ .1 _ , ■ ^ 

-y;.+ 2^V„+4 


+ 


da aber die letzte Reibe divergiert, so wiirde die Funktion nicbt 
0-ten Ranges sein. Dies voransgescbickt, laBt sicb auf der Strecke 
7n7n+i unendlicb viele Arten ein Pnnkt wablen, der um mebi' 
als 1 sowobl von wie von y^^^ entfernt ist; dieser Punkt ist um 
mebr als 1 von alien Punkten y entfernt. Ist also irgend eine GroBe r 
gegeben, so lassen sicb Werte % = \ x\ '> r von der Art angeben, daB: 


(1) lS-nl>i (A = i,2,...). 

" 1 

Dem Hilfssatz des Art. 264 zufolge laBt sicb, da die Reibe ^ ^ 
konvergent ist, ein Index n von der Art angeben, daB fiir jedes h^n 

Jl s 

— — < 1 Oder aucb h<Cyl'^Y ist. Wablt man x so, daB | > ist 
und der Bedingung (1) geniigt, und setzt man voraus, daB: 


( 2 ) 


n < 2|< n+i, 


WO sicberlicb Jc'^n und sonacb: 


(3) Jc</yT<(2^pT 

Vi V anti, Theorie der eindeutigen analytisclien Funktionen. 
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ist, so kann man schreiben: 




A = 1 ^ = 




Mit Riicksicht auf (1), (2), (3) ergibt sich alsdann: 




/i=:l ni 


il^n 




y\ {i'sj 


Beacktet man ferner, daB (Art. 145,(5}) e “ < 1 — - ~ fiir 0 < < 1 

1 ^ 1 
Oder anck <l—u fiir und bedenkt man, daB —<2 

fiir h > /i, so kat man: 




f 


h = h->rl * = p- 


CO 1 

WO der Kurze wegen 2^ - - = S gesetzt worden ist. Ist /I < 1 und 

h^k + l'^h 

wird auck 1 + y < 1 yorausgesetzt, so kat man fiir /^ > Z;: 




mitkin : 


-2s - ^ B 


wo 2^ 


h = k+lyl + -T2 


T gesetzt worden ist. Also ist: 




und auck fiir A + y < 1 : 


2-f- * i.+ ^ 
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Da andrerseits | ^ > I fiir A + y > 1; I > 1 ist, so folgt aus 

(4) unter diesen Voraussetzungen: 

z+~ z+~ 

Es laBt sich also fiir alle Palle sckreiben: 


|/■(a;)l>e-‘ ®[aigs'+6]^ 

wo: 

a 2 ^ ^ , 6 = 2^2 1g2 + c, 

und c die Konstante S oder T bedeutet. 

Nun wissen wir (Art. 146), da6 sich, wahrend die positiye GroBe u 

unbeschrankt zunimmt, fdr jedes n der Null nahert. Das be- 

deutet, daB sich nach Annahme einer willkiirlichen GroBe 6 stets ein 
Wert r you der Art angeben laBt, daB ^ fdr jedes ^^ > r. 

Machen wir: 


so ist fiir u r: 


Oder auch: 


d^e% <?= 






und hieraus, wenn 


gesetzt wird, fiir jedes ^ : 


■r>ig(di) = igi + igd=igi 


"woraiis schlieBlich folgt: 


algl + 6 < IS 


16 
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•was sicli aucli folgendermaBen schreiben laBt: 

11. Wir setzen jetzt die Fimktion als voin Range > 0 voraus: 


cc 

/'(^) =7T 


A = 1 




bezeiclmen wir mit w eine primitive [p + 1)*® Emlieitswurzel^ so ist 
offenbar: 


f{x)f{G}x)f\c:)'^x) • • • ((co^x) = 




.p + i 
'h 


WO y ^ x^^"^ ist. Die Funktion F{y) ist eine einfacbe Fnnktion 
0^®^ Ranges; ihr I-Index ist . Nimmt man also S beliebig an^ 

so lassen sick nack dem oben Be’wiesenen Werte ri = \y\';> 8 von 
der Art finden, daB: 

oder aber^ wenn man bedenkt^ daB = 


ist. Da andrerseits (Art. 265) fiir jede einfacke Fnnktion v = I ist^ 
so kat man far ein kinreickend groBes z. B. fiir | 


\f((ox) I < ^ j * * *7 \ 

Darans folgt^ daB sick stets Werte x finden lassen, deren abso- 
Inter Betrag groBer ist als die groBere der beiden Zaklen Q, 
nnd fiir die: 

\f{x)\> 

ist. Endlich konnen wir eine ZaU P von der Art finden, daB fiir 

l>P: 
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ist. Wir konnen folglich^ wenn wii* mit E die groBte der drei ZaMen 
Q, P bezeichnen, den SchduB ziehen, daB es stets moglicli ist, 

bei beliebigem R Werte x von groBerem absolutem Betrage als E zu 
finden, fiir die: 

wird. 

°° i 

268. Fiir den Pall, daB konvergiert, laBt sich ein Satz 


Vi 


aufstellen, vrelcher den des vorigen Artikels umfaBt (vgl. Anm. 2 
S. 230), namlich: 

Ist f(x) eine einfache Fnnktion und konvergiert ^ , 

A=1 

SO lassen sicb bei beliebig gegebenen a und E Werte ^ > JS 
finden, fiir welcbe: 

m(Q) > 

ist. 

I. Wir nehmen zunachst p = 0 an. 

a 1 1 . 

Da konvergiert, wabrend divergiert^), so ist fiir 

unendlicb. viele Werte von h: 

high tX 

yk 4 * 


Da andrerseits (Art. 264) lini-^ = 0, so wacbst y gleicbzeitig 

hyco ^ 

mit h unbegrenzt, und es laBt sich folglich (Art. 146) ein Wert von h 
angeben, von dem ab: 


yX 


< 


£% 


■wird. Daraus folgt: 


oder auch: 


h 

^1^ £l 

yX <Y^ 

a 

vX ^ 2 * 


1) Cesaro-Kowalewski, a. a. 0., S. 133. 
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Hiemacli nelime man eine Zahl Jc von der Art an^ daB: 

h=^k + L 

und eine GroBe 6 > 2 nnd wahle x so, daB § von alien ver- 
scHeden und: 

0 ^ ^ ^ 2 

wird; ferner werde mit 6 eine GroBe bezeiclmet, die kleiner ist als 

1 yh 

j und sis \x — c^\j\x — c^\,-‘/\x — €j.\. Da die GroBen — die- 

selben Eigensckaften besitzen wie die yj^, so baben wir fur unendlicb 
viele Werte von 7i: 

7 1 

< 


26^' * 


Es ist dann: 

k 


no -5) 

*“ JJy, ‘ 


k 

e 


A = 1 




niithin, wenn k liinreicbend groB ist: 

ido-S! 

Da ferner - < -|- fiir h>h ist, so ist wegen (5) des Art. 145 
(vgl. den vorigen Artikel): 

00 1 -2yJ- 

no-$) ■ 

A = i 4- 1 k • 


>e 


A = A + 1 


und folglicb, da 1^1: 


no-f) 

A=i-+i' 


>e 


4 * 

A = A: + 1 ^ ^ 2 


'>e 


Es ergibt sick daber scbieBlicb: 
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woftir man aucli schreiben kann: 

11. Wir nebmen jetzt > 0 an. 

Indem wir die Bezeicknnngen des rorigen Artikels beibebalteiij 
baben wir in dem vorliegenden Falle: 


i Fiy ) ; > e 


J> + 1‘ 




= e 


p + i 


• c 

anstatt 8 gesetzt baben; andrerseits ist wegen (1) in 

Art. 263: 


mitbin: 


\f(cox) \ <eP + i'’ , • ■ i + , 






369, Ist f(x) eine ganze Funktion, und sind nacb An- 
nabme einer willkiirlicben GroBe B Werte R Yon der Art 
Yorbanden^ daB der reelle Teil you f{x) ftir alle Piinkte der 
Kreislinie Yom Radius q um den Anfangspunkt kleiner ist 
als wo c und 6 positiYe GrbBen sind, so ist f{x) ein Poly- 
nom, und zwar ist sein Grad ^ 0; gilt ferner diese Beziebung 
fur jede beliebige positiYe GroBe c, so ist der Grad des 
Polynoms < 6. 

00 

Wird f(x) = ^ ctj^oc^ gesetzt, so bat man (Art. 129,(3)): 

h-O 

und, da in unserni Falle ist: 

Y«o]- 

ISTun laBt sicb, welcbes aucb die positiYe GroBe r sei, ein so 
groBes 8 finden, daB ftir jedes ^ > /S: 

wird; man bat alsdann fur unendbcb Yiele Werte Yon p, die groBer 
sind als 8: 

|a^|<4(c-f 
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Daraus foigt zunachstj da6 (^^ == 0 fiir -r > ^; femer hat man, 
wenn c beliebig klein sein kann, auch = 0 fiir r = 6. Damit ist 
nnser Satz bewiesen. 

270. TJmgekehrt: Ist (j{x) ein Poljnom Yom Grade q: 

/i = 0 

SO laBt sich nacb Wahl einer positiyen Konstanten c > | , 

ein Wert B von der Art angeben, daB fiir jeden Wert 
> B: 

( 1 ) 

wird; es laBt sich ferner nach Wahl irgend zweier positiven 
Konstanten 6, s ein Wert S von der Art angeben, daB fiir 
jedes I = |a; > S: 

( 2 ) 

wird. 

Man hat, wenn ! ^ gesetzt wird: 

( 3 ) 

h = 0 

Ist c = + r, so hat die Gleichung: 

A = 0 A = 0 

nach deni Descartesschen Satze eine einzige positive Wurzel B, nnd 
ihre linke Seite ist fiir jedes B positiv, so daB (1) wegen (3) 
durch jedes ^ > i2 erfiilLt wird. 

Setzen wir nun voraus, wir hatten willkiirlich eine GroBe c > 
angenommen nnd die entsprechende B bestimmt, so konnen wir eine 
positive GroBe B' fin den, die der Gleichung: 

c = aB'^ 

geniigt, wo (? und e beliebig gegeben sind. Man hat alsdann fiir iedes 

I > i?': 

C < 

und somit fiir jedes |, das groBer ist als die groBere der beiden 
Zahlen J?, J?': 
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A = 0 

woraus wegeii (3) die Fomel (2) folgt. 

Es moge beuierkt werden, da6 siclt aus dem Beweise ergibt; 

\g{x) : < 

\g{x) I < 

1st B eine beliebig Heine positive GroBc; so hat man fiir | > 1; 
wenn m eine ganze Zahl bezeichnet, die groBer ist als 

folglich wegen Art. 146 fiir hinreichend groBe 
nnd schlieBlich: 

\g{x)\ < 

D. h.: Fiir jedes Polynom ist der z/-Index NulP). 

Es liege wiederum ein Polynom g{x) vor; durch die Substitution 
y == 6 X, wo 9 eine vor der Hand noch unbestimmte positive GroBe 
bedeutet, geht g(x) wiederum in ein Polynom G{y) iiber. Es lafit 
fiich alsdann nach Wahl einer willktirliehen GroBe b' ein Wert S von 
der Art finden^ daB fiir \y\ r}> S stets: 

i G(y) 


wird (der Einfachheit wegen nehmen wir hier 6 ■■ 
fur I > ; 

I g(x) \ < 


Daraiis folgt 


1) Diese Eigenschaft kommt nicht ausscbliefilicli den Polynomen. zu. So 
ist z. B. fiir die einfacbe Funktion: 


wo c eine beliebige positive GroBe bezeichnet, Z=0, nnd folglich v — 0^ da ja 
die Eeihe: 

00 


fiir jedes noch so kleine positive s konvergiert. 
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NeKmen wir s 'willkurlicli an und bestimmen dann 6 mittels der 
Grleicbmig: 




so ist fur jedes 



g(x) ' < 


211. Die bisber bewiesenen Satze setzen uns in den Stands die 
zwiscben dem 2-Index und dem v-Index einer beliebigen ganzen Funk- 
tion bestehenden Beziehungen mit ziemlicber Genauigkeit festzustelleu. 

Ist f(x) eine gauze Funktion, deren v -Index und folglich auch 
2-Index (2 ^ v, Art. 265) endlicb. sein moge^ so konnen wir setzen: 


( 1 ) 


f(x) = 


wo (p(x) eine einfacbe Funktion toul endlicken Range p 


^2 
> 2 ~ 


1 


bezeicbnet. Da der 2-Index nur Yon den NuUstellen abkangt, so besitzt 
er ftir beide Funktionen fix), cp(x) ein und denselben Wert. Man 
hat also fiir unendlich yiele beliebig groBe Werte Yon ^ (Art. 267): 


und darauS; well I ^v: 


Andrerseits hat man zufolge der Definition des Index fur alle 
hinreichend groBen Werte Yon 

Daraus ergibt sich fiir unendlich Yiele beliebig groBe Werte 

Yon 

oder auch: 

mithin ist (Art. 269) g{x) ein Polynom you einem Grade d. h.: 

Jede ganze Funktion mit endlichem v-Index ist eine 
Funktion you endlicher Hohe. 

TJmgekehrt: 

Jede ganze Funktion you endlicher Hohe besitzt einen 
endlichen i/-Index. 

Es liege wiederum die Funktion (1) Yor^ in der g{x) ein Polynom 
Yom Grade q, q){x) aber eine einfache Funktion Yom Range p sein 
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moge. Der vl-Index von ^(x) ist dann endlich^ weil er zwischen p 
nnd p + 1 liegt; der a^-Index ist aber ibm gleicb, so daB fiir bin- 
reicbend groBe Werte von 

wird. Femer ist (Art. 270): 


mitbin: 
nnd folglicb: 


?ltg(x) < 




Neimt man 6 die groBere der beiden Zablen X, q, und nimmt 
man | so groB, daB: 


r "*>2 


wird, wo e willkiirlicb, aber groBer als e ist, so bat man: 




so daB v^d ist. Also ist v die groBere der beiden Zablen I, g, 

Ist V nicbt ganzzablig, so ist, weil q nicbt gleicb v sein kann, 
A = a;, und die Kobe der Funktion ist die groBte ganze Zabl unter- 
balb V, 

Ist V ganzzabbg, q aber kleiner als v, so bat man ebenfalls X = v\ 


" 1 

die Hobe ist daber v oder v — 1, je nacbdem divergiert oder 

A=1 "Oi 

konvergiert. Iin zweiten Falle bat man (Art. 263): 


da aber aucb (Art. 270); 


so folgt daraus; 






wofiir man aucb scbreiben kann: 

, 

Ist V ganzzabbg und q = v, so ist A ^ v, und die Hobe ist v 
Bezeichnet also r die Hobe, so kann man scblieBen: 
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1st V nicht garizzahlig; so ist r E(v)^). 

1st V ganzzaliligj oiine daB die Beziehung; 

IEq) < 

bestelit, so ist a ^ v, r = dagegen ist^ wenn diese Be- 
zieiLung besteht, entweder X ^ 2/, r = v oder I = v, r = v 1. 
Kiirzer: 

Die Hoke einer ganzen Funktion ist ftir ein ganz- 
zahliges v entweder ihrem i^-Index gleich oder um eine 
Einkeit kleiner als dieser. 

273, Zu genaueren Ergebaissen, als die des Art. 263 sind, fiikrea 
uns die Satze, die wii- in diesem und den folgenden Artikeln ent- 
wickeln wollen. 

Ist f(x) eine einfacke Fimktion und soli fiir eine be- 
stimmte positive GrroBe 0 und fiir kinreickend groBe Werte 
von p: 

(1) lf(p) < 

seiU; so ist notwendig^ daB: 



ist. 

Nack deniselben Terfakren wie in Art. 265 erkalt man^ wenn 
nickt von Formel (1) in jenem, sondem von Forinel (1) in diesem 
Artikel ausgegangen wird^ anstatt (2) die Beziekung: 

*71 

womit der Satz bewiesen ist. 

273. Ist f{x) eine einfacke Funktion vom Range jp und 
kat man; wenn ]) <0 + 1: 

( 1 ) lim = 0, 

SO ist fiir kinreickend groBe p auck: 

( 2 ) 

1) Man bezeichnet bekanntlich mit die grofite in v enthaltene ganze 

Zabl. 
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I. Wir setzen znnaclist = 0, mi thin 0 < o' ^ 1 Yoraus. 

1. 1st 6=lj so gilt notwendigerweise die Gleichung (1) auf Grund 

1 

des Hilfssatzes in Art. 264 und der Konyergenz der Eeihe ^ . 

Femer erhalt man infolge der Konvergenz dieser Reihe und^ weil 
^ ^ wegen (1) in Art. 263. die Formel (2). 

2. Es sei O' < 1. Nach Voraussetzung laBt sich fiir ein beliebiges 
d eine Zahl m yon der Art bestimmen, daB fiir jedes li > m: 

(3) ,*<« 

hi 

wird. Andrerseits kann fiir ein noch so groBes % eine ganze Zahl > 2 - 
yon der Art gewahlt werden^ daB: 

(4) n — 1 < ^ n 

wird. Wir konnen weiterhin | so grofi yoranssetzen, daB n > 2 und 
m < n ist; dann schreiben wir: 


ni n 00 

«*) =n(‘ - ?) ■ IT (‘ - 1) -n (> - ' ) = /. w • f.fr) ■ «»)■ 

Da f[(cc) ein Polynom ist, so hat man (Art. 270) fiir jedes das 
eine bestimmte, lediglich yon 71 ? 72 ^ ’ ' h Vm ^ abhangige GroBe 
JR iibertrifft: 

I < 

Wegen (3), (4) ist ferner: 

/ 1 

h-l \ ' 

A / A\” i 

(niy 

nim ist offenbar fiir jede positiye Zahl x: 


X 

nl 




A 

f^{x)\<e<’ 


2^71 


mithin: 
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Es ist aber: 
mithin: 
und: 


92 <dr + 1. 

|/•2(a:)i <e<^“ 


Endlich. ist -^egen (3): 

i/.w in(i+f)< 17(1+ 

A='w + 1 ^ A = «+ 1 \ 


'to, 

/ 


Tnitkiii, da > 1 -f fiir x > 0: 

1 00 

Nun ist, wenn t eine positive GroBe bedeutet: 




A = rt + 1 


WO oc eine Zahl ist, die lediglich von r abbangt^). Man bat sonacb 
in unserem Falle: 


1) Bestimmen vir A* so, da6 : 

SO konnen vdr sckreiben: 

X /' 3^- s‘- + l 2*-' + 2 \ 

lli + l A = 2^' + l A = 2^' + l + l 


A=«+l/ 




0^+1 L 


giCi+l) ‘ " 2(i-+i)(*+i) 


”b,t+l + (^2*)* + (2*)t+l+"’~(^* ”b,*+3 


_1_ 

cjAtT 


2^'-«<2*-2^-^==2*’-^<fl, -^<4’ 

2‘*= 


Nun ist: 
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h — /J + 1 . 


imd wegen (4): 


" JL ^ ^ 

^ Q ^1— (7 


mad : 


woraus sich sclilieBlicli ergibt: 

\f{x)\<e^ ^ ’ . 

Wahlt man also d sO; daB: 




so hat man: 


l+_ , 


eine XJiigleicliung, die mit (2) gleiclibedeiatend ist. 

II. Wii* setzen jetzt p > 0 voraus. 

1. Ist 0 '==^ + !, so gilt die Grleichung (1) notwendigerweise 
auf Grnnd des Hilfssatzes in Art. 264 und wegen der Konvergenz der 
<» 1 

Reihe ^ — -i- Ferner erbalt man infolge der Konvergenz dieser 

h=l '^h 

Reihe und, weil X + 1 ist^ wegen (1) in Art. 263 die Formel (2). 


mithin : 


s<-v 1 + 


+ 1 


■1 1 


2^ — 1 


Oder einfacker: 


WO: 


S<cc^, 


2*+i_l 


r — 1 
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2 . 1 st < (j < 2 ? + 1 und setzt man ’wie friiher: 




= ( IT ■ IT ■ n 

\?i = l ?i — m + l A = n + l/ " 

SO hat man (Art. 261 ) nacli Annahme irgend eines das kleiner als 
aber groBer als p ist, fur jeden beliebigen Wert von ^: 


ya 


• I ft {^) , ^ ?C 1 h ^ 

WO c eine Konstante bedeutet, die nur von p abbangt; ist daher | 
so ffroB, daB fiir eine willkurliche GroBe d : 

<3 / 


wird, so ist: 
Weiter ist: 


A = 1 yt 

^ "h 

2:3 


/.wisj7('+ty=‘‘’*<nii+(i)" 

/isrW+l ^ h = l ^ 


g/i= 1 Jc=l 


Nun ist^ wie friiber: 

nfi+(# 


y^ = l ^ 

Sodann ergibt sicb: 


<6 


a 


np p Ti 

h = l X- = l Vi k=l h -1 ^ 


es ist aber^): 


it 


1) Es ist zu beachten, dafi ist- Setzt man der Einfacliheit wegea 

— — z. nnd wahlt man eine Zabl h so, dafi: 
a ’ 
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WO (3 nur von — abtangt^ also: 


A = 1 k = l *=1 


WO 6 nur von p und 6 abbangig ist. Daraus folgt: 


Endlich ist (Art. 261/8), wenn wir darin r = 1 gesetzt denken): 
\fi(x)\<e '‘=”+1 , 


(4) ^ 

nun ist (s oben): 

i:^<- 


a iP + 1^ 


Jl ” M " 




wird, so hat man: 


rz ^ 2 «-l 


A = i k^i ^ 2 2 




2(^-1)* 


Oder einiacher: 


= 1 + 2^-*+ (2'-^)2+ . . . + (2l-*)‘-i 

cyl — t ^ ^ ol — i = Cil — t t ’ 

^ — 1 2 , — 1 2 — 1 


n . 


Viraiati, Theorie der eindeutigen analytischen Funlctioiieii. 


17 
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also wegen (4): 


mitliin : 


2^<— 

" («") 






Alls den gefundenen Beziehungen folgt: 


i /■(«) i < « 




wahlt man d so, da6: 


wird, so liat man: 


(l + y 2'’+! + 20 + ca) d < £ 




274. Der vorige Satz gilt aucli noch. fiir <?===i); falls 

CO ^ 

^ — konyergiert und als Summe Null hat^). 


CP 

h^l h 


Naturlicii muB > 0 sein. 

Wir bestimmen n wie friiber, unterwerfen aber n der weiteren 
Bedingnng, daB: 


2ii <« 


CP 

A=:l h 


sei. Es moge dann gesetzt werden: 


in n GO 


/(^)= II IT JI p. 


/i=sl /i = 771 + 1 A = 71 + 1. 


^ 

= 27 (f ) . 27 (n • 21 

t=l ifm + l V®/'/ hin + 1 


■■ fo(/) ■ fl{^) ■ ■ fsi^)- 


1) Dieser Satz zeigt, dafi die bloBe Betrachtung der absoluten Betrage der 
ISIullstellen nieht ausreickt, nm das Verhalten der Fnnktion im Unendlichen zu 
erkennen. Jedock weist Bontroux (539) nach, dafi es sick nur in dem Falle 
eines ganzzakligen v- Index als notwendig erweisen kann, neben den absolnten 
Betragen der Nnllstellen aiick nock andere Elemente, namlick die Argumente, 
in Betrackt zn zieken. 
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Man hat: 

^p\n 

P \ -^ cP V’ 

\f\(x)\<e '*-1 * < 6 -^ ; 

ferner ist wegen cler Art. 261^ 262 (indem wir — 1 statt p schreiben 


und r = 1 setzen): 




wo c eine Konstante bezel chnet. Welter ist, wie im yorigen Artikel: 

P-I Q 

WO B — ~ fur i? > 1; dagegen 0 = 0 fiir |) = 1 ist. 


Endlich ist: 




Ap p 


+ 26 +ca^ 


Oder auch: 

\fix)\<e‘^^ , 

wenn 6 so gewahlt wird, dafi: 


275. Beriicksichtigt man, daB der A-Index die Eigenschaft hat 
(Art. 264)^ daB fiir eine beliebige positive GroBe d: 

( 1 ) J+6 = ^ 

A — <X) / /j 

ist, so gelangt man auf Grand der bewiesenen Satze zu folgenden 
Schliissen: 

Ist f(x) eine einfache Fnnktion, so hat man fiir kin- 
reichend groBe q: 

M(q) < 

wofiir man auch schreiben kann^): 


1) Es geniigt, g so groB zu nebmen, dafi fiir 


17 
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Grilt (1) auch nocli fur == 0, d. h. ist: 

lim = 0 ^ 

so ist zum Bestehen der Bezietiung: 

M(q) < 

iiiiireicliend; dafi: 

a) Pf mitliin: 

entweder I nicht gauzzahlig, 

Oder l=p + d. k ganzzalilig und von der Art ist, da6 
“ 1 

konvergiert; 

A =1 

® 1 

b) 1= p und konvergent und gleicb Null ist. 

A = 1 A 

In diesem letzten Falle kann man sagen, die Funktion ver- 
halte sick wie eine Funktion vom Range p — 1, da ja: 

M{q) < 

ist. 

276, Bister haben wir nur die Beziehungen untersucht, welche 
zwiscken dem A- und dem v-Index obwalten; wir wollen jetzt auch 
den fi“Index betrachten. 

Wir schicken zwei Hilfssatze voraus: 

CO 

L Ist eine bestandig konvergierende Potenzreihe 

A = 0 

mit reellen Koeffizienten, und laBt sich nach Annahme einer 
beliebigen GroBe H stets ein positiver Wert x finden, der 
groBer als M ist und fiir den die Reihe einen nicht nega- 
tiven Wert hat, so gibt es unter den Koeffizienten unend- 
lich viele nicht negative. 

Ware in der Tat die Anzahl der nicht negativen Koeffizienten 
endlich, so wiirden alle Koeffizienten von einem bestimniten Index n 
ab negativ sein; wiirde dann B, was stets mbglich ist, mittels der 
Beziehung bestimmt: 

n 

A = U 

so muBte die Reihe fiir jeden Wert B einen negativen Wert 
besitzen. 
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IL Konvergiert die Reihe wo die positiy 


A = 0 


sind und Jc eine positiye GrroBe ist^ so hat man^ wenn B eine 
GroBe bezeichnet, die ffroBer als 1 ist: 


S,< 


LA=0 J 


r' “ i-iIa ■' 




A = 0 


fiir it > 1 7 


fiir Z: < 1 


(wobei die rechtsstehenden Reihen als konyergent yorausgesetzt 
werden). 

a) Sei Z: > 1. Da die positiy sind, so hat man, wenn der 

CO 

Eiirze halber ^bf^ = B gesetzt wird: 

A=0 


<1, 


mithin, weil — 1 > 0: 

Oder auch: 












Summieren wir fiber alle Werte yon h, so erhalten wir: 

$<!■ 

b) Sei Iv < 1. Wir bezeichnen allgemein mit: 

00 00 

( 1 ) < 3 = 2 '«/‘ 

h=0 A=0 

zwei konyergente Reihen mit positiy en Gliedern und setzen: 


Wir haben alsdann^): 




1) Ist s>0 Tind so hat man: 

wo das Gleichheitszeichen nur fiir s = 1 gilt. — Es geniigt, diese Pormel 
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(I Ml 

mi thin; 

i^ofplA^Ph + (f ih-pi) = (1 - ^^)Ph + J?/, ; 

oder auch: 

PiA ^ (|)\i - 

woraus sich diirch Snmmieniiig in bezug auf li und mit Riicksicbt 
auf (1): 

A = 0 

ergibt. Setzen wir min: 

Ph = ^~\ ''h = 6'‘h, 

mithin: 

& = ^ h, pAk P = 2 = e'-ri ^ 

A=:0 


fm: den Fall eines rationalen ^ zu keweisen, weil man ja in bekannter Weise 
von diesem Falle zu dem eines irrationalen k gelangt. 

Es sei also , m<Cn. Setzt man s = so hat man: 

n 

s^—i ^ ^ 

S—l ~ N' 

Schreiben wir N — so 
s — 1 ^ 

+ “'P’ 


Nun ist, je naclidein s^l, s — 1^0, mithin in jedena Falle: 
Oder aucn: 

s*<l + X:(s— 1). 

Fur s=l verifiziert man unmittelbar, daB: 

s = 1 "f- k(s — 1) . 


Die ersten in Glieder von N bilden M. 


baben wir fiir 5^1: 
31 

Oder aucb: 


E^{n — nh)t^ 


m— 1 
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SO folgt ans (2): 




i -i' 


-k 


* h ■ 


A = 0 


277. Es sei f{x) == eine ganze Punktion nnd 


/i = 0 


= |a^J. La6t sich^ wenn A, c, 6 positive GrroBen sind; eine 
GrroBe U von der Art Bestimmen, daB fiir jedes q > JR: 

( 1 ) ]^{Q)^Ae^f 

wird, so ist alsdann^): 


( 2 ) 


/ 1 JL\ i 

lim \h^ ) = {ec0)^ , 


h = CO 


Oder, was dasselbe ist (s. Art. 259,(1)): 

1 

(3) lim ((/^!)^o^J ^(c6)^ . 

h=:<X3 

Aus (1) folgt (Art. 128): 

A ' • 

Q 

1st JR irgendwie gegeben, so nehmen wir: 

A 

li>caE\ Q = (J-y>B-, 


dann ist: 


h 

^ Ae^ i (ec6\^ 


1) Es sei daran erinnert (vgl. Art. 113), daB dies nichts anderes bedeutefc 
1 _i. 

als: Die Produkte a ubertreffen fur jedes das groBer ist als eine be- 
stimmte endlicbe Grenze, eine GroBe nicht, die won nocb. so wenig groBex ist 

als (eca)^ . Entsprecbend driickt Eormel (2) des folgenden Artikels aus, daB 
es beliebig groBe Werte von h gibt, fiir die diese Prodnkte nicht Meiner sind als 

eine GroBe, die um noch so wenig kleiner ist als {ecay . 
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mitliiii: 


£ 1 

Ifh^ {ec6) ^ , 


und sclilieBlicli, da lim = lim 1 fiir jeden teliebigen Wert A 

• 1 A = oo A= 00 


(h'^ A 


^ (ece)^. 


278. Gibt es bei beliebigem i? Werte ^ fiir die: 

(1) M(^) ^ Ae^^^ 

wird, so ist alsdann: 


lim ^ (ee^) ^ , 

A= » 


Oder; was dasselbe ist: 


((/i!)"o;J ^(c (?)<’. 


a) Sei <? = 1; so daB sicb (1) auf: 

M{j^) ^ Ae^^ 

reduziert. Es gibt somit Werte |rr| == (); fiir die: 

I fip) 1 ^ Ae^^ 

ist: um so mehr bat man: 




Oder aucb: 




Daraus folgt, nacb dem Hilfssatz I des Art. 276^ daB fiir unend- 
Kcb viele Werte von h: 


Oder aucb: 




{h\oc^^ '> A^ c 


ist; woraus sicb: 



Neuere Untersuchimgen Tiber die ganzen FTinktionen 


265 


lira Qi\ ^ ^ c 

/l = CO 

ergibt; das ist aber Formel (3) fiir <5 = 1. 

b) Sei <5 < 1. Nehmen wir in detn Hilfssatz 11 des Art. 276: 


so erlialten wir: 


Z; = — > = 




Nun hat man^ wie oben: 


2 


mitliin wegen (4): 


Oder auch: 


;?=:0 A = o 

2(<--1"^)(pT>o, 


woraus sich nack dem Hilfssatz I die Formel (3) ergibt. 
c) Sei ^ > 1. Nekmen wir im Hilfssatz II: 




so erkalten wir: 


2 ^ (eAr) " 2 ’ 


initkin wegen (5): 

CO 


e-iN”-! a /e-i\<'-i 






/^! ^ 


woraus nack dem Hilfssatz I folgt: 


1. 2 
1 \ A , , 


lim 
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Da aber 6 von 1 urn nocb so wenig differieren kann^ so ist die 
jefandene Beziehung mit (3) gleicbbedeutend. 


279, Alls den beiden letzten Satzen ergibt sicb im besondem: 
LaBt sicb ftir ein beliebig kleines s stets ein ent- 
sprecbender Wert B von der Art angeben, da6 fiir jedes 


? > B: 

wird, BO ist: 


M(q) £ 

lim aj) = 0 ^ ; 

A = CO 


kann dagegen ein e von der Art angegeben werden, daB fiir 
beliebig groBe Werte von q: 


wird, so ist: 


M{q) > 



A = CO 


Mit andern Worten: 

Die notwendige und binreicbende Bedingung dafiir, daB 
sicb fiir jedes beliebig kleine s ein B von der Art finden 
laBt^ daB fiir jedes ^ > i?: 


(1) M{q) £ 

■wirdj lautet: 



A = 00 


280, Aus den obigen Satzen laBt sicb eine andre analogs 
Folgerung zieben. 

Setzen v^ir in dem Satze des Art. 277 (? + d statt 6^ wobei 6 
eine festbestimmtej d eine beliebig kleine positive GroBe ist, nnd 
wiiblen wir aiiBerdem A = c == 1, so ist: 

lim ^ (e(^+ 

A = 00 

sobald: 


1) Offenbar darf man hier bm statt lim scbreiben, well sicb die abgeleitete 
Menge, da sie keine negativen Elemente enthalten kann, anf das einzige 
Element 0 rednziext. 
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Es ist aber identiscli: 

1 _ 1 __ _ 

}lO+6‘ _ + . 

daraus folgt fur jedes d' > d, wegen der frillieren Beziebung: 

lim = 0. 

h = (X) 

LaBt sicb dagegen ein d Ton der Art angeben, daB man ftir be- 
liebig groBe Werte q: 

hat^ so folgt aus dem Satze des Art. 278 fiir diesen Wert yon d: 
lim ^ (e(<? + > 0. 

h = CO 

Also: Die notwendige und binreicbende Bedingung dafiir, 
daB sicb fiir jedes beliebig kleine d ein li yon der Art finden 
laBt^ daB fiir jedes ^ > J?: 

( 1 ) 

wird; besteht darin, daB fiir jedes positiye d: 



h = CO 


ist. 

281. Fiir jede beliebige ganze Punktion besitzen der 
/a-Index und der v-Index reziproke Werte. 

Nacb der Definition bat man fiir alle Werte p oberbalb einer 
bestimmten Grenze: 

( 1 ) Mig) 

und fur beliebig groBe Werte q: 

( 2 ) 

Aus (1) folgt (Art. 277): 

bm ^(e{v + , 

A = 00 

Oder aucb, wenn wir — ^ — s' setzen: 

^ V S V 
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lim aj^ ^ 

A = CO 

fiir alle h oberkalb einer bestimmten Grenze ist mitbin^ wenn wir 
mit 6 die recbte Seite der letzten Ungleicbung, mit d irgend eine 
positive Grofie bezeicbnen: 



1 , 

^ "i” ^ * 

Wablt man > f', nnd nimmt man h so groB an, daB: 


e + d<V'-^' 

wird, so ergibt sicb: 

_i „ 1 

(3") " cca^<1* 

Entsprecbend folgt (Art. 278) aus (2) fiir beliebig groBe Werte 
von Ji: 


( 4 ) 



<> 1 - 


Die Formeln (3), (4) sagen aus, daB ^ = 


282. Es ist bemerkenswert, daB die in den Satzen der Art. 279 
und 280 aufgestellten notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
lediglick von den absoluten Werten der Koeffizienten der Funktion f(x) 
abkangen. Wird also mit dieser zugleich die Funktion: 


A = 0 

in Betracbt gezogen, so darf man scblieBen: Ist die Beziebung(l) 
in Art. 279 oder Art. 280 fiir f(x) giiltig, so ist sie es auch 
fiir und umgekebrt^). 

Im besondem gilt: Der iz-Index bat fiir f[x) und g)(x) ein 
und denselben Wert. 

Der letzte Satz ergibt sicb iibrigens unmittelbar aus dem des 
Art. 281, sobald man beacbtet, daB der ^-Index fiir f(x) offenbar der- 
selbe ist wie fiir q:^(x). 

1) Die Umkekning ist durchaus einlenchtend 
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283. 1st f(x) eine einfaebe Punktion vom Range pj so bat man 
(Art. 263) fiir jedes binreicbend groBe q: 

mitbin (Art. 279): 

/I 1 \ 


lim ) == 0; 

Oder aucb: 

/t = CO 

1 

(1) 

lim ((A!)^ + ’- = 0. 

h — CO 

Daraus folgt fiir 

jedes binreicbend groBe h: 

mitbin: 

1 

und folglicb: 

1 


(A!)^ «,<((/! . 


Aus (1) ergibt sich daber: 


lim ((7i!)p + i aj = 0, 

A = oo 

eine Pormelj die als Satz von Poincar^ bezeiclmet wird. 

oc 

284. 1st fix)=^ eine ganze Fnnktion mit endlichem 

7i = 0 

a7-Index, so bat man bekanntlicb fiir jeden binreicbend grofien Wert qi 

M{q) < 

und fur beliebig groBe Werte q: 

M(q)>eQ"''\ 

Man kann das kurz so ausdriicken^ f{x) sei mit 6?^ vergleieb- 
bar Oder wacbse wie Diese Vergleicbbarkeit von f(x) mit 
bangt aber, was sebr bemerkenswert ist, von dem Umstande ab, daB 
nnr ein mit q zugleicb veranderlicbes Grlied ibrer Entwicklnng mit 
vergleicbbar ist, wabrend die Gresamtbeit der tibrigen Glieder jenem 
gegeniiber vernacblassigt werden kann. 
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Wir wissen (Art. 281)^ daB fi = y ist, d. h., daB iiir jecles kiii- 
reiclieiid groBe h: 

r 

a;:<h ^ 

istj wahrend es zugleich beliebig groBe h gibt, filr welcbe: 

1 _ 1 _ . 

ist, Um einen ganz einfacken Fall kerauszugreifen, nekmen wir: 

A 

== " 

an, so daB: 

/i = 0 rt = 0 

wo: 

£ 

ist. Wir geben y einen bestimmten reellen iind positiren, aber nicht 
ganzzakligen Wert und betrackten nackeinander die Gilieder, fiir die 
hy- y, und diejenigen, fiir die li <. y ist. 

a) h y y. — Wird li ^ y + s, = ii gesetzt, so kat man: 


Nun ist^): 


y i" 


mitkin : 
Oder auck: 


[(1 + 7 )‘" J - 




1) Voransgesetzt, daB m — 1 wo m ganz und positiv iat, kat man: 


es ist aker: 


(■+7) >(‘+i) ^ 

/ 1 1 
(l + — ) >l + m - = 2, 
\ ‘ w/ ^ ‘ Wi 


mitkin um so mehr: 
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Setzen wir: 


— 1 <C 2/ ^ 


Yoraiis^ wo Ti eine ganze Zahl bezeichnetj so ist: 

k z ^ h — y h — k, 

mitkin : 

und^ wenn wir you h = k an summieren: 


S’©" 


h-k 


h = k ' - 


2- 

7^ = 0 


2’’ 


Demnach besitzt die Summe der Glieder^ fiir die h> y ist^ 
einen endlichen Wert, der eine bestimmte Yon y unabhangige Grenze 
nicbt iibersteigt. 

b) h <.y- — Wir untersucben, welches das Glied ist, das den 

gi’oBten Wert besitzt. Zu diesem Zwecke setzen wir ^ ^ f und 

® . y 

sohreiben: 


y 



A 

also besitzt den groBten Wert fur denjenigen Wert Yon A, 

welcher dem Werte Yon t entspricht, der f zu einem Minimum macht. 
Nun fanden wir (Art. 149), daB ein Minimum wird fiir ^ == - ; der 
entsprechende Wert you h ist A = -y. Nehmen wir der Einfachheit 
wegen an, y sei ein ganzes Vielfaches you e : 

y^le, 

so ist das groBte Glied dasjenige, ftir welches A = Z ist; sein Wert ist: 

1 1 

Man kann aber x so groB Yoraussetzen, daB bei willktirlichem s: 

ev < 

wird. Alsdann ist: 
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Diese Beziekung keweist, da6 das Glied mit der ganzen 

cc 

Summe ^ vergleiclibar ist. 

A = 0 


285. Wir baben an dem Beispiele der Fimktion sin a.' (Art. 211) 
geseben^ wie * mtibsam die Bestimmung des anBeren Exponentialfaktors 
einer Punktion mit Yorgegebenen NuUstellen und Potenzreibenentwick- 
lung bisweilen ist. Die in diesem Kapitel aufgestellten Satze eiieicb- 
tern in einigen Fallen diese Untersucbung, indem sie das Mittel 
bieten, die Hobe der Punktion direkt zn bestimmen. 

Nebmen wir die Fimktion sin; 2 ; oder lieber die Punktion: 


sin^j 

X 


CO 

= 2 (- 1 )' 
/i = 0 


(2A + 1)! 


OC 

= ^ o-iy = 9(.y) 

A=0 


wieder auf, wo: 




Es ist fiir h > 0: 


mitbin isi ^'^2 und folglicb (Art. 28 1^ 271) v ^ ^ ■®(t) 

Also ist die Punktion g(y) von der Hobe Null; und ibr auBerer 
Exponentialfaktor; der zugleicb der von sm(x) ist, reduziert sicb auf 
eine Konstante. 

Betracbten wir femer die Punktion: 


fix) = 

h^O 

wo I 6 [ = /3 < 1 ist. Wird lg/3 = — r gesetzt; wo r positiv ist; so 
bat man: 

== 

Nun ist fur jedes beliebige n (Art. 146): 

lim == 0; 

A = oo 
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mithin ftir tinreiclieiid groBe Werte yon h und fiir beliebige n: 



Daraus folgt, daB fiir irgend ein n, daB mitbin (Art. 281) 

1 / = 0 nnd endlicb (Art. 271) r = 0 ist. 

^ 286. Wir baben friiber (Art. 245) bewiesen^ daB unter gewissen 
Bedingimgen die Hohe der Ableitung einer Funktion derjenigen der 
ursprtinglicben Funktion gleich. ist. Der Satz gilt niclit fiir alle 
Funktionen der ersten Klasse^). Es laBt sicb aber folgendes beweisen: 

Ist r die Kobe einer Funktion, so ist die Hobe ibrer 
Ableitnng ^ r — 1 nnd ^ r + 1. 

Dieser Satz ist ein Korollar zn dem folgenden: 

Der n-Index (nnd folglicb ancb der v-Index) besitzt fur 
eine ganze Fnnktion nnd fiir ibre Ableitnng ein nnd den- 
selben Wert^). 

Es liege die ganze Fnnktion: 

00 

A = 0 

nebst ibrer Ableitnng: 

oo 

f{^) 

// = 1 


1) Wiman (653) hat bemerkt, dafi es einfache Fmiktionen f(x) mit lauter 
reellen Nnllstellen von solcher Beschalfenheit gibt, dab, wemi p die Hohe von 
f(x), C eine beliebige Konstante bezeichnet, cp(x) = f{x) + C die Hohe p + 1 
besitzt. Da aber cp {x)~f nnd f{x) von der Hohe p ist (Art. 245), so ist 
cp(x) eine Fimktion von der HOhe deren Ableitnng von der Hohe p ist. 

Diese Eigenschaft kommt z. B. der Fnnktion von der Hohe Null: 



zu, wo die Konstante cc der Bedingnng 1 o: 2 geniigt. 

2) Dafi der i; -Index der Ableitnng nicht~^roBer ist als der der nrsprnng- 
lichen Etmktion, lafit sich auch als Polge des Satzes im nachsten Artikel her- 
leiten, wenn man beachtet, daB; 

f (a:) = lim + 1) — fix )) , 

(Art. 260) der Tz-Index von derselbe ist wie von fipc)^ nnd daB der 

Ubergang znr Grenze nicht die Yer'anderlichen, sondem die Koeffizienten betrifft. 
Pringsheim (619) bemerkt, daB anch der Typns (S. 230, Anm. 1, 2) einer Punk- 
tion demjenigen ibrer Ableitung gleich ist. 

Yivanti, Tlieorie der eindeutigen analytiachen ruiLktioiieii. 18 
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Tor. Anstatt der letzteren kann man die Fnnktion: 

CC CO 

*r(«) =2 

hz=l ' " 

in Betraclit ziehen, in der: 


A=0 


Jq ==0, 6;^ = ha^ fiir > 0. 

Nach Voranssetznng ist fur jedes binreicliend gi’oBe h: 




und fur beliebig groBe h: 


h 


setzt man 16/^1 = so ergibt sicb Heraus: 


— 

c 

^ u-^y Ph ^ + 

h h 


Nun ist: 


2_ 


i\A 


(x) 


und hat (Art. 149) den kleinsten Wert fiir • Man hat 

also: 

A A 

1< 

und folglich, wenn > 6 genommen und h so groB Yorausgesetzt 
1 

wird^ daB 

A 


womit die Behauptung erwiesen ist. 

Man hat aber (Art. 271)^ wenn r die Hohe der Ableitung be- 
zeichnet: 

r = V Oder r = v — 1 5 r = v oder r == v — 1 , 

mithin : 

Ist V nicht ganzzahlig^ so ist r == r. 
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287. Es mogen jetzt zwei Funktionen: 

00 00 

/■(«) -2^^^ 

^=0 A-O 

Yorliegen and v, v' iFire v- Indices bezeiclmen. Dann ist, wenn 
I 1 = \ W = k gesetzt wird; 

1 > 1 ) 1 1 1 ? 

(^!)^ 

mithin, wenn v Yoransgesetzt und der Wert Yon s auf passende 
Weise geandert wird: 

+ A < 1 ? 

(h\y’' 

folgUcli (fiir jedes binreicliend groBe Ji): 

I ^A + ^A I < 1 • 

Wird im besondern v <Zv Yoransgesetzt, so ist ferner fiir be- 
liebig groBe Ji: 

I ^A ““ /^A 1 ^ i ? 

h* 

{hiy 

mithin : 

T— • 

{hir^‘ 

Also gilt der Satz: Der v-Index der Summe zweier Funk- 
tionen ist niemals hober als die a/-Indices beider Funk- 
tionen. Er ist genau dem groBeren dieser beiden Indices 
gleich, wenn diese Indices Yerscbieden sind^). 

1) Dieser Satz laBt sick folgendennaBen noch einfacber beweisen. 

Ans: 

!/■(«) 

folgt: 

\f{x) + q>(x) 1 ^ I f(a:) 1 + 1 9 (») l< 

Wird V angenonunen und v' — v — c gesetzt, wo > 0 , so bat man : 


18 
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Als Folgerung ergibt sick: 

Sind die Hoken zweier oder mekrerer Funktionen 
so ist die Hoke ikrer Summe 1.^) 

288. Sind die ;i-Indices der keiden Funktionen 

/ 2 (^); A-Indes des Produktes f^(x) = f(x) 

die groBere der beiden Zaklen A^, A^ (oder ikr gemeinsamer 
Wertj wenn sie gleick sind). 

Dieser Satz ergibt sick unmittelbar aus der Definition des A-Index. 

289. Sind die o^-Indices der beiden Funktionen 

f^{x), so kann der i/-Index ikres Produktes die beiden 

Zaklen nickt ubersteigen. 

Da nanilick fiir jedes kinreickend groBe q\ 

\fiip) 1 < I 

ist, so folgt, ^ vorausgesetzt: 

und somit, wenn > £ genommen und q so groB vorausgesetzt 
wirdj daB 2 < ist: 

Sind die v-Indices der beiden Funktionen fi{x)^ 

und sind und voneinandei* versckieden, so ist der 
v-Index des Produktes fi{x')f 2 (x) = f(x) die groBere der beiden 
Zaklen v^^). 

mithin fur jedes hinreickend grofie | und fur s'^s: 

\m + <p{x)\<e^^'\ 

woraus folgt, wenn man den v-Index von f(x) (p{x) mit v' bezeichnet: 

V <1 y, 

Andxexseits ist: 

[f (a:) + 9 (aj)] — (p{x) = f{x) , 

SO dafi V nicht grofier ist als die groBere der beiden Zahlen v \ setzt man 
also v'^v voraus, so ist notwendig v ;< v", und folglick v' — v. 

1) Lindelof (271) und spater auck Boutroux (§38, 539) kaben Paare von 
Funktionen von der Hohe 0 wirklick aufgestellt, deren Summe die Hoke 1 k^t. 
Ist z. B. f(x) die in der Anm. 1 S. 273 betracktete Funktion, so hat f{x) f{ — x) 
die Hoke 1. Wiman (653) kat auf aEgemeine Weise gezeigt, wie man zwei 
Funktionen bilden kann, deren Hoke <^jp ist, und deren Summe die Hoke p kat. 

2) Der Satz gilt nickt immer for = 1 ^ 2 ; ist z. B. P{x) ein Polynom vom 

Grade so ist der v-Index der beiden Funktionen gleick q, wakrend 

ikr Produkt eine Konstante ist. 
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Es sei > t'aj und: 

f\ ip) = 9>1 ip) , fi ip) = fs (*) 7 

WO ^ 2(^3 einfache Funktioneii bedeuten; ferner mogen mit 

A, Ag die A -Indices der Funktionen /*(^); /i(^)j / 2 (^); ^'2 

die Grade der Polynome Pi{3o)y P^(x) bezeichnet werden. 

Wir setzen zunaebst A^ ^ vorans^ dann ist Nun ist 

1 /^ > Vg; folglich > Ag nnd^ da (Art. 288) A die groBere der beiden 
Zablen A^^ Ag ist, A == A^ = i/;i nnd folglicb ^ A == andrerseits ist 
aber v folglicb ist v = 

Es sei jetzt A^ < q^- dann ist = q^. Setzen wir nun: 

f(x) = (p(x)e^^^\ 

wo (p{x) eine einfacbe Fnnktion, P(x) ein Polynom bedeutet, so ist: 

cp(x) = <Pi(x)g)^(x), 

wenn (Px(x), (p 2 (jP) ^on ein und demselben Range sind; dagegen ist, 
wenn sie von verscbiedeneni Range sind: 

^{x) = ^^{x)<p^{x)e^<^^\ 

WO P{x) ein Polynom bedeutet, dessen Grad der groBeren der beiden 
Rangzablen gleicb^) xmd somit nicbt bober ist als die beiden Zablen 
Ai, Ag. Aus qi = v^'>V 2 folgt aber > Ag, beacbtet man 

ferner, daB > A^, so ersiebt man, daB der Grad von R(^x) niedriger 
als q^y und der von: 

P(x) = P^{x) + P^(x) — R(x) 

genan q^ ist. Daraus folgt v^q^ = und somit, wie friiber, v = 
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290. In Art. 267 ist bewiesen worden, dafi es, wenn f{x) eine 
einfache Funktion ist, Werte x Ton beliebig groBem absolntem Be- 
trage | gibt, fxir diet 
(1) 

wird. Der folgende Satz, der ebenso wicbtig an sich ist wie wegen 
der Folgerungen, zu denen er fiihrt, stellt eine binreicliende Bedingung 
dafiir anf, daB durcb einen Wert x die Ungleicbung (1) befriedigt 
wird; 

Ist f{x) eine einfacbe Funktion, so laBt sick, wenn die 
GrroBen 6^1, e willkurlich angenommen werden, eine GrroBe 
R von der Art angeben, daB fiir jeden Punkt x, der urn mebr 
als R vom Anfangspunkte nnd um mebr als 0 von den Null- 
stellen der Funktion f(x) entfernt ist, die Ungleicbung gilt: 

1. Setzen wir zunacbst 2 < 1, mitbin p = 0 voraus, so ist: 

Nimmt man irgend eine GroBe a zwiscben A und 1 an, so ist 
nacb dem Hllfssatze in Art. 264: 

lim -^ = 0, 

74 

mitbin fiir jedes das groBer ist als eine bestimmte Zabl ]c: 

1 

n > • 

Andrerseits laBt sicb far ein nocb so groBes | eine Zabl n so 
bestimmen, daB: 

n < 2^1^ £n+l 

wird; aucb ist es erlaubt, n^Jc vorauszusetzen. Ist: 

^ ^ 7m + l^ 

so folgt ans den vorstebenden Ungleicbungen: 

n+i >(« + 1 )" ^ 2 | > Y^, 
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mithin 7^ + 1 > m, n^m. Nun. schreiben wir: 

/ ^ CC \ 

m-(n n 17 

\k = l It=:m + 1 7i = w + l/ ^ 


ri + 1 7<=:w + l 

Da nach Voraussetzung: 


ist;, so wird: 


Ferner ist: 


if.wi-ii 


e” 


e,. I " v”‘ 2 “^“ 

I m S 


* = 1 I " I 7 m 


A = m + 1 \ ^ ^ 

£ 1 

Endlici. folgt mit Rucksicbt darauf, dafi — < “ far /^ > m und 

yh ^ 


< 1 — fiir 0 < w- < 1 (Art. 145) ist: 


2 r 

^ = 714-1^ 


7i=:n + l 


Die im Exponenten auffcretende Summe Eat (S. 254^ Anm.) einen. 
kleineren Wert als , wo a Ton n unabbangig ist; daraus folgt: 


0 O' ^ 


or-l 

\U(x)\> ^ 

Demnacli ist: 

I /*(^) i ^ ^ 

^ g-2«^a$^-7i(lg2 + lg^-lge) > g-2‘^|cr(a-t.lg2 + lg$~lge)^ 

Nun laBt sicb | so groB nebmen, daB bei beliebig gegebenen b\ a": 

igi<r (Art.146), a+ig2-ig0<r; 2-^1 <r 

wird; alsdann bat man, wenn a' + a" — a"' gesetzt wird: 
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1st endlich s gegeben, so kann man sich a so gewahlt denken, 
daB 6 + s"' < Z + £ wird; dann ist: 

II. A ^ 1. Man Terfabrt bier analog wie in Art. 267. 

Man nebme eine ganze Zabl q^p 1 und bezeicbne init co eine 
primitive ^-te EinbeitswnrzeL Setzt man: 

ij = afi, d^ = q, v = 

SO erbalt man: 

CO 

f(x)f(cox)f{G)"^x) ■ • • f{coi-'^x) =JJ[ F(y), 


1 

WO JP(y) vom Eange 0; sein' A-Index ^ ^ ^ Punkt der 

a;-Ebene, dessen Abstand von jedem der Punkte 
groBer ist als so folgt ans: 

— 1 a; - Cjca i > 0, [x — j > 6», • • •, \x — > 6 

die Ungleichnng: 


mitbin ist nacb dem^ was soeben gefonden worden^ bei binreicbend 
groBem rj: 

Z t X ^ 


Andrerseits ist (Art. 263): 

.^+-r 




\f{cox) \<e^ , \<e^ S • • \ f{(o^~^x) \<e^ \ 

mitbin: 

I f{^) I > ^ 


mii, wenn | so groB ist, daB wird: 

Ist der Abstand des Punktes x Ton den Pnnkten groBer als 6, 
aber der Ton alien Punkten c^to, CjCd®, •• •, c^cd^-^ nicbt groBer als $, 
so laBt sicb die Zabl g durcb eine andere g' derart ersetzen, daB, 
wenigstens bei binreicbend groBem h, der Abstand des Punktes Cj 
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von alien Punkten groBer ist als ^5 dabei 

bedeutet eine primitive g'-te Einbeitswurzel. Wahlen wir namlich. 
^ prim zu q und betracbten wir auf dem EinJieitskreise die q — 1 
Punkte CO, co^-i und die q -1 Punkte co; tn'-, • - sa 

fallt von den ersteren keiner mife den letzteren zusammen. Bezeicbnen. 
wir dann mit d(>0) die kleinste der Entfernungen der ersteren von 
den letzteren und wailen wir eine Zabl m so, daB fiir jedes h'^m: 

rJ>26 

wird, so bat ein Punkt Wy falls sein Abstand von irgend einem der 
Punkte c^co^ (s = 1; 2, • • ^ — 1, h'^m) kleiner ist als 6, von alien 

Punkten Cj^co ^ (5 = 1; 2, • • — 1, ^ A) einen groBeren Abstand 

als 6. Es ist namlicb: 

I i == n ! “■ \'k7j> 2^; 

stellen ferner die Punkte A, By C beziebentlicb die Werte c^^(d% 

Cj^G> * dar, wo Ju'^hy da der ABG immer stumpf ist, so hat man 
AC'^AB Oder auch: 

I I > 1 \>2d. 

Ist also fiir einen Punkt x: 

\X-~ C^G)^\ < dy 

so folgt fiir jeden Wert von s' und fiir jedes h'^h: 

I X — I > 6. 

Demnach gilt die zu beweisende Ungleicbung fiir jeden Punkt Xy 
dessen Abstand von den Punkten groBer ist als 6. 

291, AUgemeiner: Ist f{x) eine ganze Funktion von end- 
lichem v-Index, so laBt sieh, wenn die GrroBen 6 ^1, s will- 
kiirlicb gewahlt werden, eine GrroBe B von der Art angeben, 
daB fiir jeden Punkt x, dessen Abstand vom Anfangspunkte 
und von den Nullstellen der Funktion f(x) groBer ist als B 
bezw. 9y die TJngleichung stattfindet: 

Setzen wir: 

f(x) == 

wo q)(x) eine einfache Funktion mit denselben ilullstellen und folglich 
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mit demselben X-Index bedeutet wie f(x), so ist (Art. 290) im Hin- 
blick darauf (Art. 265), da6 l^v, fur alle Punkte die den Be- 
dingungen des Satzes geniigen: 

Weiterbin ist (Art. 271) g{x) ein Polynom von einem Grade ^ v, 
und man bat somit, unter Anwendung des Satzes in Art. 270 auf 
das Polynom — g{x)^ fur jedes x von biureicbend groBem absolutem 
Betrage : 

3i(-^(^))<r+^ 

oder aucb: 

%(a;)>-r+- 

daber ist; 

I e9ipc) I ^ ^noix) ^ 

Piir die Punkte x, welcbe den Bedingungen des Satzes geniigen, 
folgt daraus; 

oder auch, wenn man. den Wert von e andert: 


292. Ist: 


i/w I >«-*■*' 


A*) -2“*** 


eine ganze Funktion und wird: 


/■*:(*)= 


gesetzt, so laBt sicb nacb beliebiger Wabl zweier GroBen 
s eine bestimmte ganze und positive Zabl X von der Art 

finden, dafi ftir jedes k^K und ftir jede Nullstelle Xq von 

1 

fj,{x) von kleinerem absolutem Betrage als eine solcbe 

Nullstelle X von f(x) angegeben werden kann, daB \x — Xq\<C0. 

1 

Ist Xq eine Nullstelle von (2) und und setzen wir: 
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so folgt daraus, da = 0 ist: 

oc 

f(xo ) = ’AiW =2 


A = * + l 


Gabe es keine NuUstelle Yon f{x), deren Abstand von kleiner 
ware als 6, so katte man (Art. 290) fiir hinreicbend groBe x^: 


Oder auch: 

( 3 ) 

Andrerseits ist: 


I /■(iCo)l> 6-1-01”+''= 




Da nnn (Art. 281) so hat man fiir jedes hinreicbend 

groBe h: 

rf ^ 

^ 1 y 

s" 

daher ist ftir jedes hinreicbend groBe 1c: 

I I ^ 


T<F 

i+l 

+ 

it" 

1 

1 

-(^ + 1)” ' _ 


Jfe + 2)” ' _ 


ik+2 


+ - 


Wird e" so klein vorausgesetzt, daB ist, und schreibt 

man 6 = - — s" — s'\ so ist: 

>1} ' 


I I ^ 7,e'"(Jt+2) * * 


nnd, wenn 1c so groB genommen wird, daB > 2 wird: 

1 

T £'"(*+ 1) 9 

^<r;4 


1 ^ 




Durch Vergleich mit (3) erhalten wir fiir jedes hinreicbend groBe h: 
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worans folgt, wenn man der Eurze wegen den Exponenten von ft 
mit T bezeictnet: 

£"X^ + l)lgfc <lg2 + ^% 

Oder anck: 

s"(Jc-\-l) \g-k lg2 
Ti ^ 

Ware nnn tr ^ 1 , so nabme die linke Seite zngleich mit ft iin- 
besckrankt zn^ wahrend die recbte Seite imbescbrankt abnimmt^ nnd 
die Ungleicbnng konnte von einem gewissen Werte von ft an nicbt 
mekr stattfinden; es mu6 daber: 

(y + «') (4 “ ~ ^ 

sein. Andrerseits lassen sick offenbar die Zaklen £\ b \ e" so waklen^ 
daB die linke Seite der letzten TJngleicknng kleiner wird als was 
zum Widerspruck fiikrt. Demnack kat wenigstens von einer der 
Nnllstellen von (1) einen kleineren Abstand als 6. 

293. Der Yergleick der G-leickungen (1), (2) des vorigen Artikels. 
gibt nock zn folgender Betracktung AnlaB. 

Es sei ^ eine ganze Zakl, groBer als v, und es werde ft — 
mackt, ferner sei (o^ = 1 voransgesetzt): 

00 

f(x)f{(ax) ■ ■ ■ f{e}i-'^x) = JJ = F{y), 

wo y ^ CO =:= e ^ ist, Wir setzen weiterkin: 

CO 

h-0 

A = 0 

Sind c^j - ' ' die Nnllstellen der Fnnktion f{c^, Cq die 

der Fxinktion so kat man: 


1) Da der v-Index der Fnnktion F(y), wie leickt ersichtlicli , kleiner als t 
wird, so ist sie notwendigerweise eine einfacke Fnnktion vom Range 0. 
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Nun ist leicht zu ersehen^ daB nur von ‘ at)hangt, 

so daB \ unverandert bleibt, wenn sich die Werte von ^^^+2? ”* 
andern^ wenn also beispielsweise alle diese Koeffizienten gleich Null 
gesetzt werden; demnach ist = hi ^ d. h.: 




D. li.: Piir jede ganze Zabl q>v ist die Summe der ^-ten 
Potenzen der reziproken Werte der Wurzeln von f(x) = 0 
gleich. der Summe der ^-ten Potenzen der reziproken Werte 
der Wurzeln von f^(x) == 0. 

Ist q nicht die kleinste ganze Zabl, die groBer als v ist^ so sei 
q eine zweite ganze Zatl, die groBer als v, aber kleiner als q ist. 
Bezeichnen wir mit cl die Wurzeln der Gleickung: 

f^{x) = 0, 

SO erkalten wir^ wie frtilier: 


00 



4 




Wird der Kiirze wegen: 




g g 

^ ~Jvi "" ^ 

h=l h-J Wi 


gesetzt, so sind die s'm, Sm durcb die den Newtonschen Formeln analogen 
Grleicbungen bestimmt: 

51 + 0^1 = 0, 

5 2 ~i~ 2 0/2 — Oy 


Sm + Ct/iSm-l -f- * • + Ctifn-lSl + mam == 0? 

+ <%1 — 0, 

$2 "k aiSi + 2(3^2 = 0, 


[.Sm + aiSm-1 H h + mOm == 0. 
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1st m ^ SO fallen beide Gleiehimgssysteme zusaminen, imd 

fiir jedes ni^q bat man daber Sm = Sm- besondern ist 5 ^= 5 ^ und 
mitbin % = folgenden Satz, der den yoriiergeben- 

den nnifaBt: 

Fiir jede ganze Zabl q>p und fiir jede ganze Zabl q 
von der Art, da6 q^q>v ist, ist die Summe der ^-ten 
Potenzen der reziproken Werte der Wurzeln von f{x) = 0 
gleicb der entsprecbenden Summe fur f\(x) = 0. 

294. Der soeben bewiesene Satz gestattet, in gewissen einfacben 
Fallen ein System von notwendigen Bedingnngen dafiir aufzu- 
stellen, da6 aUe NuUstellen einer gegebenen Funktion reell oder daB 
sie positiv sind. 

a) Damit alle NuUstellen reell sind, ist offenbar notwendig, daB 
Sgj reell und positiv ist fiir jeden Wert von der groBer als v ist. 

Ist im besondern v <^2, die Funktion mitbin (Art. 271) von der 
Hobe 0 oder 1, so bat man: 

S3 > 0? ^4 > 0; ‘ ■ •. 

Nacb dem letzten Satz ist s^ = a\ — 2 folglicb: 

(1) ^ af — 2a3>0. 

Sind die Koeffizienten der Potenzreibenentwicklung samtlicb reell, 
und setzt man: 


wo g?(:r) eine einfacbe Funktion ist, so ergibt die Division von f{x) 
durcb (p(x)y daB A reell sein muB. Es folgt dann (Art. 225), daB 
die NuUsteUen von f{x) samtlicb reell sind. Da abejr der v- Index 
dieser Fimktion gleicbfaUs <2 ist (Art. 286), so ist ibre Kobe 0 
oder 1, ferner sind die Koeffizienten ihrer Potenzreibenentwicklung 
samtlicb reeU; es laBt sicb also auf sie die obige ScbluBweise wiederum 
anwenden. Man kann daber scblieBen, daB samtlicbe Ableitungen von 
f{x^ von der Hobe 0 oder 1 sind und lauter reeUe NuUstellen besitzen. 
Beacbten wir nunmebr, daB: 




A = 0 


und wenden wir (1) auf an, so erbalten wir nacb 

einer unwesentlicben Yereinfacbung: 

(2) ral— {r + V)ar-iar^i> 0 (r == 1, 2, • * •). 
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Die Ungleicliung (2) liefert uixs ein System Yon notwendigen 
Bedingnngen dafiir^ daB alle Nullstellen von f{x) reell sind. 

b) Damit alle ISTullstellerL positiv sind, mnB reell nnd positiv 
sein fiir jeden Wert Yon der groBer als v ist. 

1st im besondern v<l und f(x) somit Yoni Range 0, so bat man: 

^ 0 , ^2 0 , • • • . 

Nacb dem letzten Satz ist 5i == si = — ai, also: 

< 0 . 

Durck die obige ScbluBweise findet man allgemein: 

()• = 1,2, • ■ 

Dieses System Yon notwendigen Bedingnngen dafiir, daB alle 
NnllsteUen positiv sind, laBt sick so ausdriicken: Die Fnnktion 
darf lediglick Zeickenwecksel darbieten. 

Daraus ergibt sick sofort, daB die Fnnktion, damit ikre Nnll- 
stellen samtlick negatiY sind, nnr Zeichenfolgen darbieten 
darf. DaB diese Bedingung zwar notwendig, aber nickt kinreickend 
ist, zeigt das Beispiel der Fnnktion 


295. Ist fix) eine Normalfunktion nnd wird: 

fix) = e^^^'^fix) 

gesetzt, wo q^ix) eine einfacke Fnnktion ^-ten Ranges, gix) aber ein 
Polynom ^-ten Grrades ist: 

p 

A = 0 

so kat man (Ygl. Art. 210): 


^ A = 1 k = p + l h = Q 


-2^ 

h—p 


/i-fl 




Oder anck: 

+ 2 ^ 30 : + Sa^x^ = 

— ]; 

daraus folgt; 

= aA> 

2^2 = a^\ + 2aQ&2; 

k>g^ = Gfb-j^ 2 Z ^2 "k ^ ^0 ^3 ? 


; 

P% == + * * * +P(^o\? 
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Aus diesea Formeln ergibt sich (vgl. Art 215), daU, wenn f{x) 
eiafacli ist, cii = = • • • = = 0 ist, imd da6 umgekelirt, wean 

= aj = • • • = = 0, aacli \ = = ■ ■ ■ bp = 0, so daB die Fuak- 

tion einfack ist. Demnach gilt der Satz: Die notweadigen uad 
kinreichenden Bediaguagen dafiir, daB eiae Normalfunk- 

oo 

tion f(x) == ^ von der Hoke p eiae eiafacke Fuaktion 

h-0 

ist, lauten: 

= . . . = = 0 . 

296* Mit den obigen Untersncbungen hangt eng die Theorie 
vom Wachstnm (croissance) der Funktionen zusammen, von der 
wir hier einen kurzen AbriB geben wollen. 

Es sei 9 ?(p) eine reelle und positive Funktion einer reellen und 
positiven Veranderlichen nahert sich, wahrend p dem Unendlichen 

zustrebt, das Verhaltnis wo t eine reelle und positive Zahl ist, 

Q 

einer bestimmten und von Null verschiedenen Grrenze, so sagt man, 
9 (p) sei ^-ter Ordnung. AUgemeiner kann man sageii, ^(p) sei 
^-ter Ordnung, wenn: 


(> = 00 Q 


ist, welches auch die positive GroBe £ sein mag. 

Die Ordnungen des TJnendlichwerdens gehorchen ofifenbar den 
Gesetzen der Exponenten, d. L: 

a) Die Ordnung des Produktes mehrerer Funktionen ist 
die Summe ihrer Ordnungen. 

b) Ist <? = 9 d(p), r = und sind t, t' die Ordnungen 

von 9?(p); so ist die Ordnung von tl^((p{Q)) gleich Vi 

c) Ist 6 = (p{q) von der Ordnung t, so ist die umgekehrte 

Funktion p = %((?) von der Ordnung 

Es gibt unzahlige Funktionen, fur die es keine Zahl t gibt, die 
den Formeln (1) genxigte. Von dieser Art ist z. B. e? (siehe Art. 146). 
Wir wollen deshalb die Definition der Ordnung so erweitern, daB sie 
eine groBere Zahl von Funktionen umfaBt. 

Da keine Zahl t so groB ist, daB einen endlichen Grenzwert 

e 

besitzt, so ist es naturlich, die Ordnung von mit cu zu bezeichnen 
(vgl. Art. 74, 75). 
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Sollen die Gesetze a), b)^ c) aucli nocb fiir das von den end- 
licben Ordnnngen und von co gebildete System gelten, so rniissen wir 
festsetzen^ daB (d t oder t (d die Ordnung von die 

Orcinung von 6"^, ~ die Ordnnng von Ig^ bezeiclinen. Dann ist ojt 

die Ordnung von dagegen tco die von — (e^y. 

Man ersieht daraus^ daB das Symbol co nicbt durcbweg denselben 
Gesetzen folgt wie das gleichnamige Symbol von Cantor. 

Man sagt von einer Fnnktion^ sie sei von regularem Wacbs- 
tniUj wenn sie eine Ordnung besitzt, die sicb mittels eines aus cd, 

“ und endlicben Zahlen gebildeten Polynoms darstellen laBt. Ist 

z. B. 9p(^) eine solcbe Punktion, daB fiir jeden binreichend groBen 
Wert von q: 

e^'>(p(Q)>e^'' 

ist^ wo t und t' mit q zugleicb variieren und ein Klassenpaar bidden^ 
dessen Trennungselement mit t" bezeichnet werde (vgl. Art. 5), so ist 
<3p(p) von regularem Wacbstum und von der Ordnung (dV'. 

Ist f(x) eine ganze Punktion und bebalt M(q) die libliche Be- 
deutung, so sagt man, f(x) sei von regularem Wacbstum, falls es 
M(q) ist. 

397. Sei f(x) eine ISTormalfunktion, so daB fiir sie I = v ist 
(Art. 265). Es ergibt sicb aus der ScbluBbemerkung des Art, 264, 
daB fiir alle binreicbend groBen Werte von h: 

A_ 

( 1 ) 

ist, wabrend es beliebig groBe Werte von h gibt, fiir die: 

( 2 ) 

ist. Perner bestebt fiir jedes p oberbalb eines bestimmten W’ertes JR 
die Beziebung: 

(3) = 

wabrend es zugleicb beliebig groBe Werte q gibt, fiir die: 

(4) 

ist. 

Ist I nicbt ganzzablig, und gilt (2) fiir alle binreicbend 
groBen Werte von h, dann gilt (4) fiir alle binreicbend 
groBen Werte von q, so daB f(x) von regularem Wacbstum 
und zwar von der Ordnung £d> 1 ist, und umgekebrt. 

Vi V anti, Theorie der eindeutigen. analytischen Punktion en. 19 
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NelimeiL wir an, (4) gelte niclit fur jeden hinreichend groBen 
Wert Yon q , es gebe also beliebig groBe Werte von fur die: 

M(q) < 

ist, wo <j<X. Durcb Wiederbolung des SchluByerfabrens des Art. 265 
findet man alsdann, daB es beliebig groBe Werte von h gibt, fiir die 

nnterbalb einer festen Grrenze liegt, die man obne BeeintracbtB 

gang der AllgemeinlLeit gleicb 1 annebmen kann, indem man a m 
passender Weise Yariiert. Fiir alle diese Werte von h folgt dann: 

daber kann (2), entgegen der Voraussetzung, nicbt fiir jeden bim 
reicbend groBen Wert you li stattbaben. 

Zum Beweise der Umkebrung genxigt es, den Beweis in Art. 273 
mit geringen Veranderungen zn wiederbolen. 

298, In betreff des Wacbstums fiibren wir nocb folgende zwei 
Satze an^j: 

1st 6 eine ganze positiye Zabl, die zugleicb mit aber 
nicbt so rascb wie [w (lgm)^“* — w] w'acbst, wo s positiy and 
beliebig klein ist, and gibt es nnter 6 you ab aufein- 
anderfolgenden Eoeffizienten fiir ein binreicbend groBes m 
stets einen fiir den: 



wird, wo positiy and beliebig klein ist, so ist die Funk- 
tion YOU regularem Wacbstum. 

Wacbst 6 zugleicb mit m, aber rascber als — m], 

und gibt es fiir unendlicb yiele Werte YOn m unter 6 you 
ab aufeinanderfolgenden Koeffizienten einen der die 
Gleicbung (1) befriedigt, so ist die Funktion yon irregu- 
larem Wacbstum. 

299. Der i/-Index einer Funktion driickt aus, in welcber Art der 
absolute Betrag der Funktion wacbst, wenn x dem TJnendlicben zu- 
fetrebt. Ist der ^-Index unendlicb groB, so kann dennocb in be- 
stimmten Fallen die Art des Wacbstums der Funktion nocb durcb 
endlicbe Zablen dargesteUt werden. 


1) Wegen der Beweise siehe Maillet 286. 
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Es sei: 

= 63(^1;) = 6^ USW. 

1st eine Funktion fix) so kescliaffeii, dafi fiir jedes kinreicliencl 
groBe 

(1) M{q) < ej(^>’'+0 
und fiir beliebig groBe Werte q: 

( 2 ) M{_Q)>e,{Q^-^) 

wird^ so kann man sagen^ der ^/-Index der Funktion sei (kjv). 

1st: 

^(.q) < 

ferner fiir jedes beliebige o': 

SO kann man sagen, der i/-Index der Funktion sei (k,0). 

Man bat offenbar: 

(1, v) = X'. 

Sind (Z;, v)^ Qc'^ v) die i^-Indices zweier Funktion en^ so sagt man^ 
(/jj 1 /) sei gToBer als (h', v), wenn entweder h > oder 7 j = 

V ^ V ist. 

Der Satz des Art. 287 gilt aucb im gegenwartigen Palle (ygl. 
S. 275; Anm.); es laBt sicb ferner beweisen (ygl. S. 273; Anm. 2); daB 
der Index der Ableitung nicbt groBer ist als derjenige der 
urspriinglicben Funktion^). 

300. Granz neuerdings bat Kraft einige wicbtige Untersucbungen 
Tiber ganze Funktionen yon unendlicbem i/-Index angestellt; deren Er^ 
gebnisse wir Inirz zusammenfassen wolleu. 

Setzt man: 

so ist yp-egen der Stetigkeit yon -M’(p) (S. 76; Anm.) die Funktion 0(p) 
stetig; es laBt sicb aber nicbt bebaupteU; daB sie bestandig wacbsend 
sei; obschon M(p) es ist; gleicbwobl strebt sie zugleicb mit p dem TJn- 
endlicben zu, wenn die betracbtete Funktion yon unendlicbem I'-Index 
ist. Es erweist sicb als yorteilbaft; anstatt 0(p) eine Funktion 7^(p) 

1) Wahrsclieiiilicb gilt sogar der Satz: Der Index der Ableitung ist 
gleicb dem der ursprunglichen Funktion. 

2) Kraft 231. S. a. Boutroux 539. 

19 =^ 
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YOU regelmaBigerem Verlaufe zu betracMen, die folgende Bediiigungen 
erfiillt: 

1. v( 9 ) > d(Q) fiir alle binreicbend groBen Werte von p; 

2. v(g) < fbr unendlieb viele beliebig groBe Werte von 

3. nimrnt bestandig zu oder ab. 

Es empfieblt sicb femer, v(g) zwei weiteren Bedinguugen zu 
unterwerfen, deren Wiedergabe in dieser Ubersicbt uberflussig er- 
scbeint. 

Die Funktion v(_g) kann als v-Index der Funktion f(x) be- 
zeiebnet werden. Man bat: 

M{g) <6?’'^'^' fiir alle bini-eiebend groBen Werte von g- 

M{g) > 'fiir unendlieb viele bebebig groBe Werte von g. 

Wir baben geseben (Art. 208), daB bei der Wabl der Konver- 
genzzablen groBe Willkiir berrsebt. Kraft bestimmt sie folgender- 
maBen: 



■wo jK > 1 und = 1 Cj I ist und E(cc) die groBte in x entbaltene 
cranze Zabl bedeutet. Als einfacbe Funktion laBt sicb alsdann 

O 

eine Funktion yon der Form: 



"bezeiclinen. 

Es moge nunmekr eine reelle nnd positiye Funktion 6{q) der 
positiven Veranderliclien q in folgender Weise definiert werden: 

Fiir p = j/j sei s{g) = j-„; 

Fiir Q zwischen und sei: 

g(p) - n + _y (g - n) 0- 

/A + 1 

Auch. diese Funktion laBt sich durch. eine andere A(p) yon regel- 
maBigerem Verlaufe ersetzen^ die zu ihr in denselken Beziektingen 
stekt wie v{q) zu 6{q). Man kann A(p) als den A -Index der Funk- 
tion f(x) bezeichnen. 

1 ) Ein geometrisches Bild dieser Funktion ergibt sich, wenn man in der 
Ebene die Punkte mit den recbtwdnkligen Koordinaten 57 ^ der Reibe nacb 
durch geradlinige Strecken verbindet. 
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Ftir die so definierten Funktionen gelten folgende Satze , deren 
Aknliclikeit mit einigen friiher aufgestellten Satzen ersichtlick ist: 

1st f{x) irgend eine ganze Funktion, so hat man ftir alle 
hinreichend groBen Werte von q: 

<?((>) < 

Ist f(x) eine einfache Funktion^ so hat man fiir alle hin- 
reichend groBen Werte von q: 

Kq) < [^( 9 )?+'- 

1st f(x) eine einfache Funktion, so hat man fiir unend- 
lich viele beliebig groBe Werte von q: 

Ist f{x) eine einfacbe Funktion und bezeichnet wie 

friiher den kleinsten Wert von \ f{x) \ fiir = so hat man 
fiir unendlich viele hinreichend groBe Werte von q: 

es ist ferner fiir jede beliebige ganze Funktion f{x): 

m(Q) > . 


Die Satze von Picard und deren Verallgemeinerungen^). 

301 . Im Jahre 1879 stellte Picard die zwei folgenden sehr be- 
merkenswerten, nach ihm benannten Satze auf: 

I. Eine ganze Funktion f{x) nimmt in der Ebene alle 
moglichen Werte an, hochstens einen ausgenommen. Oder: 
Ist f(x) eine ganze Funktion und gibt es zwei verschiedene 
GroBen A, JB von der Art, daB die Funktionen f(x) — A, 
f(x) — B keine Nullstellen besitzen, so ist f(x) eine Kon- 
stante. 

II. Ist f(x) eine ganze Funktion und gibt es zwei ver- 
schiedene GroBen A, B von der Art, daB die Funktionen 

1) Borel 43, 47, 75, 76, Cazzaniga 116, Desaint 134, Parkas 154, 
Kraft 231, Landau 584, Maillet 284, 296, Picard 372, 374, 377, 378, 379, 
Kemoundos 424, Schaper 437. 

Erst nacbdem dieser Bogen gesetzt war, gelangte ick in den Besitz einer 
Arbeit von Schottky (632 ter), in welcher er den Picardscben Satz auf Grund 
des Caucbyscben beweist. Nach Aussage des Yerfassers ist sein Beweis groBten- 
teils nur eine Umformung des Borelschen. 
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— f{x) — B je eine endlielie Anzalil Yon Nullstellen 
besitzenj so ist f{x) ein Polynom. 

Der von Picard fe diese Satze gegebene Beweis stiitzt sicb auf 
die Theorie der elliptischen Punktiouen. Erst 1896 gelang es Borel^ 
Satz I durch ein Verfahren zu begriinden, das Yon jeder speziellen 
Tbeorie nnabbangig ist. Borels Beweis soll^ etwas abgeandert und 
yereinfacbtj Gegenstand der folgenden Daidegnng sein^). 

302. Wir bemerken zniiachst, dab stets J. == 0^ B Yoraus- 
gesetzt werden kann; es wurde namlicb gentigen^ in jedem Falle statt 

der Punktion f{x) die Punktion iii Betrackt zu ziekeu. 

Wir setzen also Yoraus^ dab es eine gauze Punktion f{x) gebe, 
die weder den Wert 0 nock den Wert 1 annimmt. Sie mlibte 
(Art. 203) gleickzeitig die folgenden beiden Pormen kaben; 

in denen cp{x)j f(x) gauze Punktiouen sind; mitkin niufite: 

( 1 ) = 1 

sein. Da nickt = 0 sein kann, so kann auck nickt == 1 sein, 
und 7lj(x) kann folglick keinen der Werte 2n7ci anneknaen, wo n die 
Null Oder eine gauze positiYe oder negatiYe Zakl bedeutet; es ist 
deninack: 

(2) = 2 nTci + 

wo Xn(p^) abkangige ganze Punktion ist. 

Setzt man: 

CO 

(p(_x) = Q + iB a,jB, = < + ia'l, 

/*=0 

und bezeicknet man mit iLr(p), -D(p) den grobten absoluten 

Betrag you den grobten positiYen Wert you Q und den ak- 

soluten Wert des grobten negativen Wertes Yon Q fiir |a;l = p, 
so kat man (Art. 129) : 

1) Landau (584) bat dnrch eine leichte Modifikation des Borelschen Ge- 
dankenganges den folgenden allgemeineren Satz bewiesen: 

Wenn man die Gesamtheit der im Pnnkte x — 0 regnlaren 
Punktionen f(x) betracktet, fiir welcke f(0) einen nnd denselben, 
Yon 0 und 1 verscbiedenen Wert und f'(P) einen und denselben 
nickt versckwindenden Wert bat, so gibt es eine feste, nur von 
und abbangige Zahl so dab im Kreise \ x\<^JR jede dieser 
Punktionen f(x) entweder eine singulare Stelle bat Oder einen der 
beiden "Werte 0, 1 annimmt. 
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(3) \q){x) \ ^\a!) \ + \ ao \ + 4^(7 ((>) + y ! cco i] ^ ( ^ ) — 

= 1 <^o I + 1 ^0 1 + 4 “ y I ^ 0 1 J I ^ 

ferner, wenn man: 

(4) 7<^<^ 

Toranssetzt: 

(5) ji| > 1- 

Es ist auBerdem fur ein hinreiclieiid groBes q: 

2 I cfco 1 < \cio \ \aQ \ <i C^q)} 

mitliin wegen (5): 

I 1 + I 1 < ^{q) q L. ^ * 

Aus (3) folgt dann: 

lg,(a;)l<6G((.)7^. 

In derselben Weise erbalt man: 

l9)(a;)| <6 D(p)7|- 

Diese TJngleicliuiigen lassen sick auck folgendermaBen sckreiben: 

( 6 ) 

(!) -M(|)<6J)(9)7i- 

Bezeickneu M', C', D' die M, C, D entspreckenden GroBen fur 
die Funktion ip{x), so ist: 

( 8 ) 

(9) j/r(l)<6D'(p)7i- 

Sind weiterkin fx„, y„, d„ die M, C, J) entspreckenden GroBen 
fur %„(a:) und wird: 

^(0) = 5o 4" ^5oj = CbO 4" iCnO 
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gesetzt, so folgt aus (2): 


nnd mitiLin: 


i Ig \P? + (%' — ^n7tY] =\CnQ\, 


ISTun ist fiir ein hinreicliend groBes \n\, wenn der Ktirze wegeu 


\n \ = V gesetzt wird: 


( 10 ) 

mithin: 

Tind folglick: 


\K'\ < 2v7Cj I &o I < i — i'o 

4zy2jt < 0 /, 7C<lgv 

I 6o I < 4:V7Cj I 2n:jt — 6o I < 


Ic^ol < lg(4]/2a/jr) < 2lgv, 
Perner kann stets: 

I CnO I < ^ 


Yorausgesetzt werden^ da ja die Addition eines positiven oder nega- 
tiven Yielfachen von 27ti zu x^ipo) den Wert von nickt andert. 

Denkt man sick also fiir eine (3) entspreckende Pormel ge- 

sckrieben, so erkalt man: 

I 1 < 21g V + sr + 4[y„({») + Igv] 

C Blgv + 4[rjQ) + 

daraus folgt wegen (5): 

I Xni.^) i < [7 Ig V + 

nnd nm so mekr: 

1 I < [7n(9) + 
wofiir man anck sckreiben kann: 


f‘«(i)<7[r„((>) + igv]^. 

Piir die in endlicker Anzakl vorhandenen Werte von dnrck 
welcke die Ungleickungen (10) nickt befriedigt werden, kann man 
sckreiben: 

\cU\ = Klgv, 3r=j„lgv, 


1) Diese Bedingung scklieBt die vorkergekende ein, -weil e^>4]/2 7 t ist. 



Die Satze yon Picard und deren Yerallgemeinerungen. 


297 


Jn ^ abliangige positive Grofien sind. Alsdann ist: 

I Xn(^) \<K^^'^+ in ig + 4[r„(?) + 1- K ig^'] jhri 

<[a + 370lg^ + 4n((>)]^, 

und; wenn man mit I den groBten der Werte von welcbe 

den betrachteten Werten von n entsprecben, oder aber die Zabl 4 
bezeicbnet^ falls diese groBer ist als jener groBte Wert: 

I %«(^) 1 < + Ig »'] • 

Man bat also fiir alle Weide von oi: 

(11) < ^bniQ) + Ig J&I , 

wo X von n unabbangig ist. 

Sei Xq ein Wert von x vom absolnten Betrage p, fiir den 
Q = — D(p)^), mitbin wegen (1): 

j ^xu{xo) _ I === 

wird. Wacbst p iiber alle Grenzen, so wacbst ancb D{q) iiber alle 
Grenzen, nnd ^{Xq) nabert sicb somit entweder der ISTuU oder einem 
ganzen Vielfacben von 27ci, etwa 2jcis, oder, mit andern Worten, die 
Differenz ^^{Xq) — 27cis kann fiir einen passenden Wert von s kleiner 
gemacbt werden als irgend ein bestimmter Wert, wenn man p in ent- 
sprecbender Weise wacbsen laBt. Vorausgesetzt, daB: 

l^(^o) ~ \ <; 1 

ist, bat man (Art. 145): 

I ^xp{xQ)- 27 tis — I = ^ I ^(^Tq) — 27 tis\ 

oder ancb: 

( 12 ) = 0 \ 'fp{xQ) — 27cis\, 

wo: 

Die gewonnene Beziebnng kann mit Riicksicbt anf (2) ancb so 
gescbrieben werden: 

= B I exA^o) | 

oder ancb: 

-i»(9) = ige + %.(^o)- 


1) Ein derartiger Wert ist immer vorbanden, s. Art. 101. 
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Walilt man eine GroBe zwisclien 0 und 1; so kann man r so 
otoB nelimen, daB: 

wird; nun ist: 

mitkin : 

und daher: 

(13) 

Andrerseits folgt aus (12), wenn |s| = (? gesetzt wird: 

23ts + \7l,{xo) \ + M'iQ)-, 

ist Q von der Aid^ daB: 

< (2® — 1) If' (9), 

so ist; 

(14) 0 < M'{q) 
und somit: 

(15) lg<j<lgJf'(p). 

Bezeichnet ferner % einen Wert x vom absoluten Betrage 
fiir den: 

== 

wii’d^ so ist wegen (2), (14) • 

ers (Q) dlib (x^) 1 + 2 jr d ^ + 25r(7<(2:n;+l) M\q) < 8 

mithin^ wenn g so groB ist^ daB 8<ilf'(^)) ist: 

y/9)<21gAr(p). 

Durcb Addition zu (15) ergibt sick: 

(16) y, (p) + Ig < 3 Ig M' (p). 

Wegen (16) wird aus (11) fur n s: 

ft(|)<3llgJf'(p)^; 

mitkin folgt aus (13), indem man setzt: 

(17) D(|)<Algj/'(p)^. 
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Man hat weiterliin wegen (7): 

(18) 

Es ergibt sich ferner aus (1): 
nnd folglich: 

I — 11^ 

Oder: 

1^1; 

und analog: 

I eC'iQ)~C(.Q) _ 1^1. 

Diese beiden Beziebnngen zeigen, daB | G'(q) — C{q)\ beliebig 
Hein gemacbt werden kann^ wenn man nnr q entsprechend wacbsen 
laBt; es folgt fiir ein hinreichend groBes q und ein willkilrlicbes 1: 

(1 _ Z) C(p) ^ C'(p) £(l + l) C(p), 

wofhr man auch. scbreiben kann: 

(19) = (1 +j) C(p), 
wo \j \ ist. 

ISfun wahlen wir p' so, daB: 

(20) ^§<r<§, ip'<p<p 

wird, und setzen in (8) | statt q, in (19) g statt q und in (17) 

p, p' statt S; p; dann erbalten wir: 

(7'(5) = (l+i)0(|), 

mithin wegen (18): 

wo ^ = 36 (1 + ij 

Wahlen wir die GrroBen p' so, daB: 


( 21 ) 


3 
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wird^ so liaben wir: 

l/'dO < 27j) M\q') 

Nun ist aber flir ein hinreicbend groBes q' (Art. 146): 

( 22 ) ^ M\Q')>[\gM\Q)Y, 

folglicb: 

(23) ^ 

1st I' so groB; daB: 

wird; so ist: 

und, wenn: 

Q = ^ ■V{^') 

gesetzt wird, woraus wegen (21): 


jf '(r) > 0-^^pf 


2+t>(r) 


i; p = 


i+2v(r) 


r 


folgt, so ist leictt naclizuweisen, daB die Fonneln (6), (20) befriedigt 
sind. Dann ist: 

- ■«'), 


und aus (23) ergibt sicb somit: 

( 25 ) Ar(^)')> 2 «Ar(r)- 

Nebmen wir ferner: 

Q" = Q • ^(pO; 

SO erbalten wir: 

Ist: 

^ W = ^(* “• 1) . ^ (^(^' - 1)) ^ 

so folgt daraus allgemein: 

(26) 
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Nun ist wegen (24)^ (25): 

t(9') _ _1_ 

mithin : 






Bekanntlicli konvergiert das unendliche Produkt: 

[i-T(r)][i-|T(r)][i-iT(r)]---, 

und sein Wert ist (wenn rd') < 1) positiv und kleiner als 1; be- 
zeicknen 'wir ihn mit od, so kat man fiir jeden Wert von i: 

> CD. 

Daraus folgt ftir alle Werte von i: 

( 27 ) 


[i-r(r)]ri-|T(r)1---ri-^r(r) 


Die Formel (26) im Verein mit (27) zeigt, daB die Punktion 
i}{x) innerkalb eines Kreises um den Anfangspunkt mit dem endlicken 

Radius — Werte von einem absoluten Betrage annimmt^ der groBer 

ist als jeder beliebige bestimmte Wert. Also ist die gemackte Yoraus- 
setzung widersinnig^ und der Satz ist bemesen. 

303. Es loknt sick der Miike^ den langen Beweis^) in wenige 
Zeilen zusammenzufassen. 

Zuerst ergeben sick unter den Bedingungen (4) fiir jede beliebige 
gauze Punktion (p{x) die Relationen (6), (7), aus denen (18) folgt. 
Die analogen Relationen (8), (9) gelten fiir die ganze Punktion 
Pindet femer zwiscben (p(x) und ip(x) die Beziehung (1) statt, so 


1) Euler, Introd. in anal, infinitomm, T. I, § 313; Enzyklop. d. matli. Wiss., 
Bd. I, S. 116. 

2) Der vorstehende Beweis erscheint langer als derjenige, den man in 
Borels Originalabhandlnng liest. Beim Yergleicb. wird aber der Leser bemerken, 
daB vir viele Punkte, die sick dort niir angedentet finden, weiter ansfiibren 
und verscbiedene Einzelbeiten binzufugen muBten. 
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sind die anf dieselben bezugliclieii MasimalgroBen durcli die Relationen 
(17), (19) Yerbunden. 

Wablt man also zwei GroBen q' derart, dafi zu | und q' zu q 
sich so Yerbalt, wie I zu q, und dafi (21) gilt, und scbreibt man (19) 
fiir die Grofie (S), (17), (18) fiir die Grofienpaare p, p'; 
so folgt durcb. Kombination dieser Ungleicbungen mit der bekannten 
Beziebung (22) das Hauptergebnis (23), welcbes aUeui die GroBen 
I', p' entbalt und sicb durcb weitere Hypotbesen iiber die Beziebung 
zwiscben diesen GroBen auf die ganz einfacbe Form (25) bringen laBt. 

Nimmt man nun eine unbescbrankte Folge von GroBen p"', p'"', • • . 
an, deren jede sich zur vorbergebenden ebenso yerbalt wie p' zu 
und p" zu p', so zeigt die aus (25) unmittelbar folgende Relation (26), 
daB ilf'(p^^')), d. b. das Maximum des absoluten Betrages von Tp(^x) 
ftir \x \ = mit h unbescbrankt zunimmt, wahrend andererseits die 
GroBen p^^) eine bestimmte endlicbe Greuze nicbt iibersteigen. Es 
laBt sicb bieraus schbeBen, daB ^(^r), gegen die Annabme, keine ganze 
Funktion ist. 

304 * Beschrankt man sicb auf Funktionen you endlicher Kobe, 
so laBt sicb ein Satz beweisen, der die des Art. 301 umfaBt: 

Ist f(x) eine ganze Funktion Yon endlicber Hobe und 
sind P(x)j Q(x) zwei Yerscbiedene Polynome, so ist f(x) ein 
Polynom, falls jede der beiden Gleicbungen: 

f(x) = P (sc), f(x) = Q(x) 

eine endliche Anzahl Ton Wnrzeln hat. 

Es miiB sein (Art. 205): 

f(x) - P(x) = A(x)e^^^\ f(x) - Q(x) = 

wo A(x), B(x) Polynome sind; da ferner f(x) von endlicher Hohe ist 
nnd P(x), Q(x) Polynome sind, so sind (Art. 287) auch f(x) — P(x), 
f(x) — Q(x) Ton enilicher Hohe; folglich sind <p(x), ip(x) Polyirome. 
Bildet man demnach die 7t + 1 successiyen Ableitungen der Grleichnng: 

H(a:)e9>W — JB(x)e'f'^^'> = P(x) - Q(x), 

wo Ji den groBeren der Grade der beiden Polynome A(x), B(x) be- 
zeichnet, so ergibt sich schlieBlich: 

Hi(a:)eyW — B^(x)e'f’<-^^ = 0 

Oder auch: 
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wo A^(x), B^(x) Polynome sind. Daraus folgt^ daB g)(x) 
Konstante: 

(p(x) — iIj (x) = c 

und somit: 

— ^(x)] = F(x) — Q(x) 


ip^x) eine 


ist; hieraus aber ergibt sicb, daB 7p(x) und folglicb aucb (p(x) konstant 
ist. Also reduziert sicL. f(x) in der Tat auf ein Polynom. 


305. Noch allgemeiner ist der folgende Satz: 

Es sei f(x) eine Funktion von endlichem a/-Index; sind 
die entsprecbenden Indices zweier Punktionen g^i(x)j 

<P 2 {^) niedriger als v, so ist der 2-Index aller Punktionen: 

( 1 ) q)^(x)f(x) — (p^ix) 

gleicb V, wenn v nicht ganz ist, wabrend es, wenn v ganz 
ist, mindestens ein Paar von Punktionen (Pi{x), g? 2 (^) 

Art gibt, daB der 2-Index der Punktion (1) niedriger ist als v. 

Wir wissen (Art. 287, 288), daB der v-Index der Punktion (1) 
zugleich. der von f(x) ist. Dasselbe kann folgKcli (Art. 271), wenn 
V nicbt ganzzablig ist, voni 2 -Index bebauptet werden, der unter 
dieser Voraussetzung mit dem a/-Index zusammenffflt. 

Sei V jetzt ganzzablig, und es werde vorausgesetzt, es gebe zwei 
Paare von Punktionen (pi(x), 92 W 5 
der 2-Index der beiden Punktionen: 

— 92 («) ; («)f (^) - ^2 (^) 

niedriger ist als v. Da ibr v-Index gleicb dem von f(x) ist, so gilt: 
j - 92{^) = 

I — ’/'2(^) = 

WO (p{x), i^ix) einfacbe Punktionen sind, deren 2-Indices kleiner sind 
als V, und somit P(:r), Q{x) zwei Polynome bezeicbnen, deren Grad 
genau gleicb v ist. Aus den Gleicbungen (2) folgt: 

(p(x)'tl;^(x)e^^^'^ — i^(x)(p^{x)e^^^^ = 9 i(;r)'^ 2 (^) “ 

Oder einfacber: 

(3) + N(x)e^^^^ = L(x), 

wo der v-Index von M{x\ N(x)j L(x) kleiner ist als derjenige von f(x). 
Durcb Differentiation erbalt man: 

{M' + MP')e^ (A"' -f NQ')g^ == i'; 
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daraus ergikt sich.; falls der Kemier nicht identiscli Null ist: 

p LK' — NL' + LNQ' 

~ MN' — NM' -{-MNiQ' — P')’ 

^ I o UL' — LM’ — LMP' 

. ^ “ MN' — NM' + MN{Q' — P') ' 

BetraeliterL wir beispielsweise den ersten dieser Ausdriicke. Zakler 
imd Nenner sind ganze Funktionen mit gleicken Wurzeln^ deren 
^-Indices kleiner sind als der von f(cc)] tezeicknen wir sie mit 
bezielientlicli 'y(x)e?^'^\ tvo y{x) eine einfache Funktion ist, 

so ist: 

F(x) = a{x) - §{xy, 

das ist aber unmoglich, weil P Yom Grade v ist, wakrend die Grade 
yon a und /3 niedriger sind als v, 

Ist der gemeinsame Nenner der Ansdrucke (4) Null: 

MW ~ WM' + - r) = 0, 

so kann man mit multiplizieren und sckreiben: 




3P 


= 0 . 


Nun ist die linke Seite (Art. 168) die Ableitung yon — ; 
folglick kat man, wenn c eine Konstante kezeicknet: 


M 


■ == C. 


Aus (3) wird alsdann: 
woraus sick ergikt: 


(1 + c)3Ie^ = L, 


1 L 
1 + c ’ iJf ’ 


das ist aber aus demselben Grunde wie yorker unmoglick. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


306. Der yorstekende Beweis stutzt sick lediglick auf die keiden 
Satze, daB der o^-Index der Summe zweier Funktionen niemals groBer 
ist als der der betrackteten Funktionen, und daB der v~hid.ex der Ab- 
leitung einer Funktion kockstens dem der letzteren gleick ist. Der 
Beweis kann somit unmittelbar auf alle Funktionen yon unendlickem 
2 /-Indes, Yon denen in Art. 299 die Rede gewesen, ubertragen werden. 
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tJber gewisse Verallgemeinerungen der ganzen Funktionen. 

307. Wir haben im vorhergelierLdeii Kapitel (Art. 300) auf die 
neneren TJntersucliungeii Krafts iiber ganze Funktionen you nnend- 
lichem v-Index kingewiesen. Anf Grund der gewonnenen Ergebnisse 
beweist er den folgenden Satz, der Picards Satze als Sonderfme 
nmfaJBt : 

1st f{x) eine ganze Funktion^ a eine Konstante und 
der A-Index der Pnnktion f{pc) — so hat die Beziehnng: 

fur alle Werte Yon a Geltnng niit Ausnahme hdchstens 
eines einzigen. 


Uber geYzisse Verallgemeinerungen der ganzen Funktionen^). 


308. In den letzten Jahren sind einige Eigenschaften der ganzen 
Funktionen auf etwas allgemeinere Pirnktionenklassen iibertragen 
worden. Wir wollen diese tlbertragungen, die im allgemeinen keine 
betrachtlichen Schwierigkeiten darbieten, ziemlich knrz behandeln. 

Wir betrachten zunachst die meromorphen Funktionen (C3a 
unserer Klassifikation). Eine solche Funktion ist (Art. 248) der 
Quotient zweier ganzen Funktionen. Fiir diese Funktionen nimmt 
Picards Satz I folgende Gestalt an: 

Ist f{x) eine meromorphe Funktion und gibt es drei 
Yerschiedene Konstanten A, B, C you der Art; daB die Funk- 
tionen f(x) — A, f(pc) — B, f(x) — C keine Wurzeln haben; so 
ist f(x) eine Konstante^). 

Wir konnen auch hicr A = 0^ B = 1 voraussetzen. 

Es sei: 


f{x) 


f (x) ^ 


wo gp(:^); zwei ganze Funktionen darstellen. Die Gleichungen; 

welche der Voraussetzung nach nicht bestehen konnen. nehnien £ol- 

T r-H I T I 


gende Gestalt an: 


(p(x) 

(p{x)- 


g}{x) = 0, 
— -ip^x) = 0 , 
Cij(x) = 0 . 


1) Borel 42, 48, 56, 534, Maillet 284, 285, 286, 287, 288, 289, 291, 292, 
Painlev^ 356, Pincherle 616. 

2) Der Untersckied von dem Palle der ganzen Funktionen hangt ersichtlich 
mit dem Umstande zusammen, dafi in letztexem Falle auBer den beiden aus- 
drucklich hervorgehobenen G-leicbungen auch die Gleichung f(x) = cx:) keine 
Wurzeln hat. 

Yivanti, Theorie der eindeutigen analytischen. Ptiiiktionen 
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Hieraus ergibt sicb: 

(p(x) = (p(x) — t(x) = (p(po) — C7p{x) = 

wo 0(x), ^F{co), A{x) ganze Fiinktionen sind^ und somit durcb 
Elimination you . (p{x)j 

(C - = 0, 

wofiir man scbreiben kann: 

( 1 ) 4 - 

indem man: 

a(x) = ® (a;) — W{x) + Ig , 

(i(x) = J(x) — lF(x} — Ig C 

setzt. Nnn ist die Unmoglickkeit von (1)^ wenn cc(x)j ^(x) keine 
Konstanten sind, bereits bewiesen worden (Art. 302 und es ist leicbt 
zu erseken^ dafi, wenn a(x)j ^(x) Konstanten sind, auck f(x) eine 
Konstante ist. 

309. Die im vorigen Kapitel bekandelten Verallgemeinerungen 
des PicardscLen Satzes konnen auf meromorpke Punktionen ausgedeknt 
werden. 

Es ist indes notwendig, eine Bemerkung vorauszusckicken. 

Ist eine meromorpke Funktion f{x) gegeben^ so ist ikre Dar- 
stellung als Quotient zweier ganzen Punktionen: 

( 1 ) 

nickt YoUig bestimmt^ auck dann nickt^ wenn festgesetzt wird^ daB^ 
Zakler und Kenner keine gemeinsamen Wurzeki besitzen sollen; in 
der Tat kann man auck sckreiben: 

wo (o{x) eine beliebige ganze Funktion ist. 

Ist ip{x) Yon endlicker Hoke^ so werden wir die DarsteUung (1) 
(bis auf einen konstanten Paktor) in unzweideutiger Weise bestimmen^ 
indem wir festsetzen, daB ^fix) eine einfacke Funktion sei. 

Vorausgesetzt, daB dieser Bedingung geniigt ist^ werden wir als 
Index der meromorpken Funktion f(x) den groBten der iz-Indices der 
beiden ganzen Punktionen q){x), 7 Ij(x) bezeicknen, falls diese Indices 
endlick sind. Wenn wir dann von ganzen Punktionen sprecken^ 
werden wir statt a/ -Index ofter bloB Index sagen. 
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310. 1st f{x) eine meromorphe Funktion vom Index v, 

und sind a{x)^ y(^); ganze rnnktionen, deren 

Indices kleiner sind als v, so hat anch die meromorphe 
Fnnktion: 

f = Ci(x)f(x)~^p(x) 

den Index v. 

Es sind namlich in dem Ausdruck: 

f (^\ _ cz{x)(p{x) + §{x)'i^{x) 

/iW y{x)q>(x)+8ix)>ip{x) 

Zahler nnd Nenner ganze Funktionen^ deren Indices nicht groBer sind 
als 1 /, mithin kann dasselbe vonfi(^r) hehanptet werden; da andrerseits: 

^ y{x)f,{x)-a{x) 

ist, so kann der Index Yon fix) denjenigen Yon f^ipo) nicht hber- 
steigen; also sind beide Indices gleich. 

311. 1st fix) eine meromorphe Fnnktion Yon endlichem 
Index nnd gibt es drei Yerschiedene Paare Yon Polynomen 
P.(^c)j Qiix^ (^=1,2,3) Yon der Art, daB die Grleichnngen: 

eine endliche Anzahl YOn Wnrzeln besitzen, so ist fix) eine 
rationale Fnnktion. 

Mfach den Voranssetznngen des Satzes hat man, wenn fix) = 
gesetzt wird: 

9^(^) a(^) - 

wo Hf(x), K^{x) Polynome bedeuten. Durcb Elimination Ton (p{x), 
ip(co) erhalt man: 

Q,{x) F^{w) 

Q^{x) Pg(«) =0, 

6s (^) ^sC^) 

wofiir man scbreiben kann: 

-f. = C(x), 

wo -A^x), jB{x), C{x) Polynome darstellen. Hiernacb lafit sick der 
Beweis wie in Art. 304 zn Ende fiihren. 


20 * 
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312. 1st fix) eine nieromorphe Funktion Tom Index v, 
BO gibt es hochstens zwei meromorphe Fnnktionen gix) mit 
niodrigerem Index als v yon der Art^ daB die Reihe der 
Nullstellen der Gleickung: 

(1) f{^) ~ 9 

einen KouTergeazesponenten I besitzt, der kleiner ist als v. 
Wir setzen: 

und betracKtea die Gesamtheit I der Fuaktioaen: 

' 1 ^ ^ 7 (x) f(x) + 6' {x) ’ 

wo a(x)j ^(x), yix)j Six) ganze Fnnktionen von niedrigerem Index 
als V sind. 

Es konnen drei Falle eintreten, die wir der Reike nach betrackten 
woUen. 

1) In der Gesamtkeit Jkommt keine ganze Funktion vor. 
Wir nekmen an, es gebe eine Funktion gix) yon der Besckaffen- 

keit, daB fiir die entspreckende Gleickung (1) lOv ist. Alsdann ist 
der 2-Index der ganzen Funktion ocp — kleiner als v] wird nun: 

03 (p ~ 6 

gesetzt, wo 6 eine einfacke Funktion ist^ so ist der 2-Index und mit- 
kin der v -Index von 6 kleiner als v. Man kann aber setzen, indem 
man y = cd, S ^ % nimmt: 

so daB also 6f^ eine ganze Funktion ist, wakrend sie der Gesamtkeit 1 
angekort, da die Indices yon da^ Of kleiner als v sind. Also ist die 
gemachte Voraussetzung in dem betrackteten Falle widersinnig. 

2) Die Gesamtheit I entkalt eine ganze Funktion ^ix), 

aber diese ist derart, daB es kein Paar yon ganzen Funk- 
tionen ^lix), niedrigerem Index als v gibt, fur 

welches der 2-Index der Funktion: 

(3) ^ (p^(a;)Q(x)- 

kleiner ist als v. 

Ist: 

C{x)f(x)+Dix)’ 
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so kann (2) gesckrieben werden: 

_ + + 

h ^yj) — aG)Q + {r-yB-\-dA) N' 

Die Wurzeln der Grleicliung /i = 0 siud die Wurzeln yon = 0^ 
fiir die nicht zugleicli iV' == 0 ist; es geniigen aber die = 0^ JV = 0 
gemeinsamen Wurzeln der Grleieliuag: 

aD — — aJB + fiA 

yD—dC —yJB-^dA 

deren Index kleiner ist als v] mitkin ist der Konvergenzexponent der 
Reike dieser Wurzeln kleiner als und der der Wurzeln yon fi = 0 
stimmt mit dem der Wurzeln yon M = 0 ukerein. Nun ist der 
Konyergenzexponent der Reike der Wurzeln yon M = 0 nack der 
Tiber q gemackten Voraussetzung genau v, ausgenommen den Fall^ daB: 


= (ad — ^y)(AD — JBC) = 0, 


aD-/3C = 0 


Oder Y ^ ^ man, daB der Grleickung /*i = 0 die Grleickung 

f = — ^ entsprickt, so kann man scklieBen, daB fiir die Gleickung (1) 
nur dann 2 < v ist, wenn: 


ist. 


9{x) 


JDjx) 

C{x) 


3) Die Funktion ist der Art, daB es ein Funktionen- 
paar (p 2 (x) yon niedrigerem Index als v gibt, fiir 

welckes der l-Index yon (3) kleiner ist als v. 

Wir setzen: 


Pi(^) = 9>iQ - 


(qPi ^ % C)f+ (93i B — 9s -D) _ A /■+ -Si . 

92 — Cf+D Of+JD ’ 


es muB dann sein: 

Pi = 


wo 6 eine einfaclie Funktion Ton einem Index <C.v und P ein Polynom 
Yom Grade v bedeutet, der notwendigerweise eine ganze Zahl ist. 
Daraus folgt: 


2) Pi — Bj Bde ^ — Bi 

— Cpi + J-i — C6e^ + J-i 

-CJ+B,’ 


-C^e^+A’ 
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woraus sieh ergibt^ dafi die Gesamtlieit I in dem betrachteten Falle 
eine Expouentialfonktion entbalt^ femer ist: 

yf+^ {yB,~-§G,)e^ + {-yB, + §A,) 

Man ersiebt hieraus wie Torher, daB der Konvergenzexponent der 
Reibe der Wnrzeln von /i == 0 nicbts andres ist als der 1 -Index der 
Funktion Jf. Nnn ist: 

(aD - ^C)Q, + (- aB, + /3M0; 

da aber die einzige Funktion Yon der Form (3) ist, fiir die ^ < a/, 
so bat man fllr M die Gleicbung X = v. Eine Ausnabme bilden nur 
die beiden Falle: 

al) — == Oj — (xB^ l^-^i — 0 , 

denen beziebungsweise entsprecben: 

g(x) g{x)- 

313 * Maillet bat den Funktionen mit einer endlicben Anzabl 
Yon singularen Punkten (02 unserer Klassifikation) den Namen balb- 
ganze Funktionen (fonctions quasi-entieres) gegeben. Sind 
cx) die singularen Punkte und bezeicbnen: 

ganze Funktionen, so ist die allgemeine Form der betrachteten Funk- 
tionen: 

k 

£=zQ \ 

Die Funktion f(x) laBt sicb nocb auf eine andre Form bringen. 
Es moge I die Menge ibi-er Nullstellen bezeicbnen; die abgeleitete 
Menge B kann (Art. 159) keinen Yon den Punkten (i — 0, 1, • * *, /j), 
oc Yerscbiedenen Punkt entbalten. Nun zerlegen wir J in fc -b 2 
Teilmengen (^' = 0, 1, * • + 1), you denen jede einen der betracb- 

teten Punkte als einzige GrenzstelLe besitzt (einige Yon diesen Mengen 
konnen unter Umstanden feblen). Setzen wir dann: 

“ ipily * ’ *) ‘ ^ + 1 )? 

X — a. ^ — a. === * * *; 
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Tind bilden wir die einfache Fimktion mit den NuUstellen 

so bat das Produkt: 

9^0 (^) 9 , • • • % {^) 

dieselben NuUstellen wie f{x), imd es ist^ wie leicbt zu schlieBen: 



x(x — (x — 

wo die i; ganze Funktionen und die a positive oder negative Zaklen 
bedenten. 

Als Index von f{x) in bezug anf den Punkt bezeichnet man 
den Index der Funktion gi{x)] es laBt sicli beweisen, daB aucb die 
Fnnktion denselben Index hat. 

Fiir die halbganzen Funktionen gilt folgender Satz: 

1st f(x) eine halbganze Funktion, deren Indices samt- 
lich kleiner sind als 2, und besitzt sie eine endliche Anzahl 
imaginarer Kullst ellen, so findet dasselbe fiir ilire Ab- 
leitung statt; ferner liegt zwischen zwei aufeinanderfolgen- 
den reellen hTullstellen von f{x) von hinreichend groBem 
absolutem Betrage eine einzige Hullstelle von f(x), 

Auch die Satze des vorigen Kapitels lassen sich auf halbganze 
Funktionen tibertragen. 

314. Ganz neuerdings hat MaiUet den Namen halbganze 
Funktionen (fonctions quasi-entieres) denjenigen Funktionen 
erteilt, fiir welche der Punkt im Unendhchen ein isolierter singularer 
Punkt ist. 

Wild urn den Anfangspunkt mit dem Radius B ein Kreis be- 
schrieben, der alle in endlicher Entfernung gelegenen Singularitaten 
der Funktion enthalt, so ist die allgemeine Form der betrachteten 
Funktionen (Art. 180): 

fix) = (p{x) + 

wo 9 d(^) eine ganze Funktion, ^ aber eine auBerhalb des Eheises 
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JR konyergierende Potenzreiiie yon — oline konstantes Glied ist. Als 

^ X 

Index yon f(x) wird der 2 /-Index yon bezeichnet. Da sick. 

ip der ISTnll nakert^ wenn x dem Unendlicken zustrekt, so kat man 
fiir ein kinreickend groBes 

Die Funktion f(x) laBt sick auf die Form: 
f(x) = 

kringen, wo fi(x) eine Funktion yon derselben ISTatur wie f(x)j cc eine 
ganze Zakl und co(x) eine einfacke ganze Funktion ist^ deren Null- 
stellen die auBerkalb des Kreises B liegenden NuUstellen yon f(x) sind. 

Auck auf die kier betrackteten Funktionen konnen die im yorigen 
Artikel angefiikrten Satze ubertragen werden. 

315. Maillet nennt kalbmeromorpke Funktionen (fonc- 
tions quasi-meromorpkes) diejenigen Funktionen^ die auBer einer 
endlicken Anzakl yon wesentlick singularen Punkten eine unendlicke 
Anzakl yon Polen besitzen (C3b unserer Klassifikation). Er beweist, 
daB jede kalbmeromorpke Funktion der Quotient zweier 
kalbganzer Funktionen ist, und iibertragt auf die neuen Funk- 
tionen die bekannten Satze. 


Funktionen mit besekranktem Exist enzbereick 
(Liickenfunktionen) ^). 

316. Die tkeoretiscke Moglickkeit analytiscker Funktionen^ 
deren Existenzbereick nickt die ganze Ebene bedeckt, folgt aus der 
Definition der analytiscken Funktion selbst. Andrerseits besitzen die 
Funktionen, die gewdknlick in der Analysis betracktet werden (die 
rationalen, die elementaren transzendenten und die elkptiscken Punk- 
tionen), mit Ausnakme einer endlicken oder unendlicken Menge yon 
Punkten, die weder Flacken nock Linien bilden, die ganze Ebene als 
Existenzbereick. Es erkebt sick demnack die Frage, ob es wirklick 
analytiscke Funktionen gibt, die in bestimmten Teilen der Ebene, die 
sowokl Linien (Unstetigkeitslinien oder singulare Linien) als 
auck Flacken (Liicken) sein konnen, niekt existieren. 

1) D’Arone 8, Cayley 114, Fredholm 158, dillet 168, Goursat 173, 
174, 175, Hom^n 208, Krygowski 233, 234, Lerch 256, 258, Mittag-Leffler 
329, 330, Poincare 395, 396, Pszeborski 419, Stackel 464, Stieltjes 465, 
Teixeira 472, 473, WeierstraB 617. 
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Ein tieferes Studinm der TbGorie der elliptisclien FinLktiorLen bat 
erkennen lassen, daB der Modal einer elliptiscben Funktion^ als analy- 
tiscbe Punktion des Yerbaltaisses ibrer Perioden betracbtet, nur fiir 
diejenigea Werte dieses Verbaltnisses esistiert, in denen der Koeffi- 
zient Yon i positiY ist, d. b. nur in der oberbalb der reellen Acbse 
liegenden Halbebene der komplexen Zablenebene. Yon dieser Funk- 
tion ans kann man durcb eine lineare Substitution (Ygl. Art. 198) 
zu einer Punktion gelangen^ die nur in dem Innen- oder nur in dem 
AuBengebiete eines gegebenen Kreises existiert. Funktionen dieser 
Art sind aucb direkt konstruiert worden^)^ und auf einige Yon ibnen 
werden wir gelegentbcb weiter unten stoBen. Fiir jetzt geniigt es^ 
unter den Yielen Beispielen fiir die Konstruktion von Funktionen 
mit bescbranktem Existenzbereicb oder Liickenfunktionen dasjenige 
Yon Poincare in seinen Einzelbeiten darzustellen^ das eins der all- 
gemeinsten ist. 

317. Die Aufgabe^ die sicb Poincare stellt^ ist folgende: 

Gregeben ist ein Bereicb C, dessen Umfang eine einfacbe konvexe 
Linie I sei; man soli eine analytiscbe Punktion bilden^ die in der 
ganzen Ebene mit Ausnabme des Bereicbes C existiert. 

Man nebme eine Folge Yon reellen oder komplexen GrioBen 

CO 

Yon der Art, daB die Reibe konYergent ist, und 

h-l 

eine abzablbare Menge you Punkten q, Cg, . . die C oder dessen 
Emfang angebort und auf jedem Teile you I iiberall dicbt ist, und 
bilde den aritbmetiscben Ausdruck: 

Es sei Xq ein Punkt auBerbalb C, p der Radius des urn be- 
scbriebenen, I you auBen beriibrenden Kreises 7; da ? kouYex ist, so 
ist dieser Kreis eindeutig bestimmt und liegt mit Ausnabme des 
Beriibrungspunktes Yollstandig auBerbalb C, Man bat somit fiir 
alle Werte you h: 

\^h ^0 I ^ P 

und daber, wenn x ein Punkt innerbalb des Kreises y ist: 

1) Am wiclitigsten siud unter ibnen diePucbsscben, deren Untersuchung 
man Poincar^ verdankt; sie existieren unter gewissen Umstanden nur im Innern 
des Einbeitskreises (so pflegt man den mit dem Radius 1 urn den Anfangapunkt 
bescbriebenen Kreis zu bezeicbnen). 
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folglicli: 


(^ — ^o) — — ^o) 






m — '2 “‘ 2 ( 2 -.“^ — — 


A = i L i- = o 


( 1 ) w* 

k = 0 V " Oy 

00 

Die Reilie — Xq) konvergiert gleickinaBig fur alle Werte 

A= 1 

Yon Xy fur die \x — Xq \ = q' ist^ wobei q' eiue beliebige GrroBe be- 
deutet, die kleiner als q ist. Es ist namlicb: 


^_±_2 
^ fc,- 


(^A-^o)"-^^ 


I ^ ‘"^0 r ^ ' _ 

= 1 C. Xr. ^’+1 = 0^+1 

A = OI^^ k-0 ^ 


foMicb: 


\ 7i = m I A = m A = 0 V ^ “ h = m 

nun laBt sick nach Annabme einer beliebigen GrroBe 6 stets eine Zahl 
m Yon der Art angeben^ daB: 

00 

^ 1 «A i < <^(0 — 9') 

h—m 

ist*, folglici. bat man fiir alle betracbteten Werte Yon x: 




Man darf demnacb auf die Reilie (1) den Hilfssatz von WeierstraB 
anwenden und erbalt fiir alle Pimkte innerhalb y: 
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■wo: 

00 

F(x) wird demnach durcli eine analjtische Funktiou dargestellt^ 
die sick in jedem Punkte auBerhalb C regular yerbalt. 

Es erubrigt nock zu beweisen, daB diese Funktiou iru Sinne von 
Art. 157 nickt tiber die Linie L kinaus analytisck fortgesetzt werden 
kann, oder auck^ daB fur jeden beliebigen Punkt auBerkalb G der 
Konvergenzki'eis des diesem Punkte entspreckenden Elementes der 
analytiscken Funktiou genau der I von auBen ber'iikrende Ekeis y ist. 
Es genugt zu diesem Zwecke nackzuweiseuj daB die Eeike (2) fiir: 

\X -- Xq\^ Q 

nickt unbedingt konvergent ist. 

Wir nekmen zunackst an^ der Berukrungspunkt von y und I 
sei einer der Punkte c, z. B. c^. Wir waklen e wiUkiirlickj bestimmen 
eine Zakl m von der Art^ daB fur jedes n> 7n: 

00 

2 1^*1 

7i = 4* 1 

wird, und waklen eine Zakl 7%, die groBer ist als m und r. Bezeieknet 
ferner 8 den kleinsten unter den Abstanden der Punkte: 


von dem Punkte so ist d > p, und man kann folglick eine GroBe 
von der Art annekmen^ daB: 

d > Pi > 

Alsdann ist: 


r — X n 

-y H . y H 


< 


1 s 

^ ^|Tr { 1 I + 1 i + ‘ * * + I ^r-1 1 + 1 ^r + 1 I + ' * * + 1 <^7il } < 


wo: 

n 

A = 1 

Da andrerseits 1 | > ^ fur jedes von r versckiedene h ist, 

so ist: 
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folglich: 


und: 


cc ^ + l I I ^ A- + 1 ^ 




(Cr-“oy'+^ 


f, 4. 


<i(±y+^ + ±. 

Q \qJ Q 


/ p \ A ^ 1 

LaBt man ft fiber alle Grenzen wacbsen^ so strebt j der 
Null zn, folglicb. ist: 


lim 

i= 00 


* (^r— 

da aber s wiUkurlicb. ist^ so folgt: 


lim 

X* = c« 


+ ■ 




= 0 , 


(c^— rCoy + ^ 

Oder anch., mit Rxicksicht daranf, dafi \Cj. — Xq \ ==^ 


lim 1 I ()^ = lim 

7 := 00 ]c = ca 


1 

hri 

1 

+ 

9 


00 

worans folgt, daB die Reilie ^16;^ 

*=0 



nicbit konvergent sein kann. 

Es sei jetzt von samtlicben 
Punkten c verscliieden, und es 
werde angenommen, daB der Kon- 
vergenzradius der Reike (2) nicht 
Qy sondern ^ sei. Es werde 
ein Radius x^x^ des Kreises 
gezogen und fiber x^x^ als Grund- 
linie ein gleicbscbenkliges Drei- 
eck beschrieben, dessen Spitze x^ 
auf XqX^ liegen moge. OfPenbar 
laBt sick der Winkel x^x^x^ so 
klein nekmen, daB, wem wir den 
Scknittpunkt von XqX^ und I mit 


Pig. 5 
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bezel dmen^ die Normale Yon I in einem beliebigen Punkte des 
Bogens Xj^x^ den Radius x^x, in einem Punkte der Sti-ecke x^x^ 
treffe^). Man bat sodann XqX^>XqX^ und folglicb um so mebr 
XqX^ '^XqX^. Da nun die Menge der Punkte c auf jedem Teile von I 
iiberall dicbt ist^ so konnen wir voraussetzen^ daB % einer dieser 
Punkte ist, Nacb dem^ was oben festgestellt worden, ist der Kon- 
vergenzradius des Elementes der analytiscben Funktion, welebes dem 
(auf der Normale zu Z in einem Punkte c gelegenen) Punkte Xq ent- 
spricbt^ genau XqX^^ so daB der beziiglicbe Konvergenzkreis vollstandig 
innerbalb desjenigen liegt, der dem Punkte entspricbt; nun ist das 
(Ai't. 152) unmogbcb, folglicb ist die gemacbte Annabme falscb. 

Es ist sonacb der Beweis geliefert^ daB der Bereicb G fiir die 
durcb den aritbmetiscben Ausdruck F{x) dargestellte analytiscbe 
Punktion eine Liicke ist. 

318. Poincare bat als Beispiel fiir die Anwendung seiner Metbode 
den Fall bebandelt, in welcbem der Bereicb C ein konvexes Polygon 
Yon^ beliebiger Seitenzabl ist. Sind - -7 % P Punkte und ist 

C ein konvexes Polygon, Welches einige der Punkte a zu Ecken bat, 
wabrend die tibrigen Punkte a auf seinen Seiten oder in seinem 
Innern liegen, so stellt der aritbmetiscbe Ausdruck: 

F(x) ^ y 

^ ^1 ^1 ~b ^2 H~ • • • H~ ^ 

+ ^2 + ■ — ]~^p 

wo die alle ganzen, nicbt negativen Werte mit Aus- 

nabme der Kombination 0, 0, . . 0 durcblaufen und ag, . . a 

p konstante GroBen von kleinerem absolutem Betrage als 1 sind, eine 
analytiscbe Punktion dar, die sicb in alien Punkten auBerbalb C und 
lediglicb in diesen Punkten regular verbalt. 

Im besondern gewinnt man so ftir p = 2 eine Punktion, die eine 
TJnstetigkeitslinie (die Strecke cc^cc^) besitzt. 

Es moge z. B. eine Punktion gebildet werden, die den negativen 
Teil der reellen Acbse zur Unstetigkeitslmie bat. Wir geben von 
dem allgemeinen Ausdrucke: 

X 

1) Es wiirde beispielsweise genugen, so zu verfabren, daB iauerbalb des 
Bereiches C dele. 


4^4 

^1 0 ^ 1 +^2 ^2 
K +^2 
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ans xmd wenden aiif diesen die Kneare Substitution: 


Oder: 


X — Ctfj 
X 0^2 


y— 1 


an, durcb. welche den Werten von co beziebentlicb die Werte 0 

und oo Yon y, den zwischen und ofg liegenden Werten you x 
negatiYe Werte Yon y zugeordnet werden. Man bat dann: 


F{x)=9{y)=^ 


aji cr|- 

4" \ ^2 

y — 1 ^1+^2 


y — 1 "V . 

Kj — ^ Ky+\ ’ 


anstatt dieser Funttion darf man aber die andre: 


ny) =2 


,7io 

\y 


in Betracbt zieben. 

Setzt man insbesondere : 




1 

'e’ 


SO ergibt sicb die Punktion: 

=2 'h^y+Tt;- 

319. Die obigen Betracbtungen gelten, wie leicbt zu seben, aucb 
dann nocb, wenn I nicbt konYex ist, Yorausgesetzt, daJS es keine 
einspringenden Winkel besitzt. 

Daraus folgt, daB man einen gegebenen KurYenbogen so auffassen 
kann, als ob er, doppelt genommen, den TJmfang einer Liicke Yom 
Placbeninbalt Null bilde; daber laBt sicb mit Hilfe der Poincarescben 
Metbode eine Punktion bilden, welcbe diesen KurYenbogen als Un- 
stetigkeitslinie besitzt. 

320. 1st in der Ebene eine endlicbe Anzabl getrennter, Yon 

kouYexen Begrenzungen eingescblossener Bereicbe ge- 

geben, so lassen sicb p anal 3 rtiscbe Punktionen fx{x)j . . .y fjx) 

so bilden, daB fl(x) nur auBerbalb existiert. Dann ist die 

p 

analytiscbe Punktion in der gaxizen Ebene mit Ausnabme der 

h-i 

Bereicbe (7^, (Jg, . . G^ regular. 
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321, Lerch hat einige allgemeinere Satze aufgestellt^ die zur 
Bildung YOU Lilckenfunktionen fuhren. Es moge hier der folgende 
angefuhrt werden: 

Es seien Wq, mg; . . . ganze positiye Zahlen.; you denen 
jede ein Teller der folgenden sein moge, . . . 

Potenzreiheri; welche innerhalh des Einheitskreises konyer' 
gieren und auf dessen Umfaiig hochstens den singularen 
Punkt x=^l hesitzen; anBerdem sei die Reihe: 

00 

/■(«) -2 

h = 0 

von der Art; dafi sie innerhalh des Einheitskreises in eine 
konvergente Potenzreihe verwandelt werden kann und fiir 
nnendlich viele Zahlen n der Beziehnng: 

00 

lim ^ ^ ^ 

^ ~ ^ Il = 71 

geniigt. Alsdann ist f(x) eine analytische Pnnktion; die nur 
innerhalh des Einheitskreises existiert. 

Als Spezialfalle dieses Satzes findet man die Punktionen: 

h=0 h-0 

Divergente Beihen^). 

322. Divergente Reihen; welche die alten Mathematiker ohne 
Bedenken verwendeten; warden aus der Analysis verbannt; seitdem 
Abel nnd Cauchy gezeigt hatteU; daB ihr Gebrauch gefahrlich ist und 
zu falschen Ergebnissen fiihren kann. Man erkannte aber in den 
letzten Jahren; daB sich die divergenten Reihen unter bestimmten 
Umstanden als brauchbares Werkzeug fiir analytische Entersuchungen 
erweisen. 


1) Barnes 527, Borel40, 44, 50, 51, 52, 53, 57, 60, 61, 62, 534, Cesaro 119,, 
Fejer 549, Galvani 551, Hadamard 184, Hardy 560, 565, 566, Jo a chimes cn 
216, Kluyver 225, Maillet 295, Oldenburg 337, Padd 344, 345, Pincherle' 
393, 614, 615, Poincar^ 398, Le Roy 429, 430, 431, 432, Servant 454, Thome 
479, Yivanti 494, "Woronoi 522. — Die Theorie der divergenten Reihen ist 
noch ziemlich unvollstandig; wir haben es jedoch im Hinhlick auf ihre groBe 
Wichtigkeit fur geboten erachtet, ihr einige Seiten zu widmen, die allerdings- 
hur einen provisorischen Charakter hesitzen. 
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Wir setzen namlicli vorans, es lasse sicli jeder divergenten Reihe 
mit konstanten Gliedem eine Zahl Tind jeder diyergenten Eeilie von 
Funktionen eine Funktion — die als Summe der Reihe tezeichnet 
werden kann — so zuordnen, dafi die Summe der Reihe^ die man 
erhalt^ wenn man mit gegebenen Reihen eine bestimmte arithmetische 
Operation vornimmt, die namliche GroBe ist, die man erhalt^ wenn 
man dieselbe Operation mit den Summen dieser Reihen vornimmt. 
1st z. B. eine Differentialgleichung: 

F(x, y, y, y", • • •, ?/W) = 0 

gegeben, und laBt sick eine Reihe von Funktionen von x auffinden, 
die; an Stelle von y gesetzt, die Gleichung formal befriedigt; so ist; 
wenn diese Reihe divergiert; ihre Summe (in dem soeben dem Worte 
beigelegten Sinne) ein Integral der Gleichung. Fiihrt man namlich 
an der Reihe die in das Symbol F zusammengefaBten Operationen 
aus, so erhalt man der Voraussetzung gemaB eine Reihe mit lauter 
hTuhelementen; folglich muB maU; wenn dieselben Operationen an 
ihrer Summe ausgefuhrt werdeU; als Resultat die Summe einer Reihe 
mit lauter NuUelementen oder Ifull finden. Wir werden also durch 
den Gebrauch der divergenten Reihen in den Stand gesetzt; Integrale 
der vorgegebenen Gleichung aufzufinden. 

Diese hier kurz angedeuteten Gesichtspunkte soUen in der Folge 
genauer bestimmt werden. 

323. LaBt sich fiir eine gegebene reelle Funktion f{x^ eine 
00 

solche Reihe bildeU; da6 fiir alle Werte von n\ 

h = 0 



wird; wo selbstverstandlich x lauter reelle und positive Werte an- 
nimmt; so sagt maU; die Reihe stelle die Funktion /(ir) asympto- 
tisch dar, 

Man kann nicht behaupteU; daB jede behebige Funktion eine 
asymptotische Darstellung besitzt; dagegen laBt sich beweisen; daB; 
wenn eine asymptotische Darstellung liberhaupt existiert; 
es nur eine einzige gibt. In der Tat sind ihre Koeffizienten durch 
die Formeln: 

limf(x) = Oq, ]imx(f(x) — a^) = lim (f(x) — — = a^, • • • 

der Reihe nach bestimmt; falls die auftretenden Grenzwerte existieren. 
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Keineswegs aber Btellt umgekebrt jede Reihe eine einzige Fmik- 
tion asjmptotiscb dar. 

Um dies zu zeigen, wollen wir die asymptotisciie Darstellung 
der Funktion aafsucken. Man hat (Art. 146): 

0^0 = lim e-^ = 0, = lim x(e-^ — = lim xe-^ = 0 

X = (X X=CO X = CK> 

und in gleicher Weise == 0 usw., so daB die asjmptotische 

Darstellung der Funktion e~^ eine Reihe ist, deren Koeffizienten 
samtlich Null sind. 

Demnach kann man nnter Beachtung der S'atze^ die -wir im 
folgenden Artikel anseinandersetzen werden, schlieBen: Besitzt f(x) 
eine asymptotische Darstellung^ so besitzen alle Funktionen 
f(x) + Ce~^j wo C eine beliebige Konstante bedentet^ ein und 
dieselbe Darstellung. 

334. Besitzen zwei Funktionen eine asymptotische 
Darstellung, so besitzt auch ihre Summe eine solche Dar- 
stellung, und zwar ist sie die Summe der asymptotischen 
Darstellungen der beiden Funktionen. 

Besitzt eine Funktion f(x^ eine asymptotische Dar- 
stellung und ist C eine Konstante, so besitzt auch Cf(x) 
eine asymptotische Darstellung, welche das Produkt der 
asymptotischen Darstellung von f(x) in C ist. 

Wir iibergehen den Beweis dieser Satze, der sich auBerst ein- 
fach gestaltet. 

Besitzen zwei Funktionen asymptotische Darstellungen, 
so besitzt auch ihr Produkt eine solche, und zwar ist sie 
das Produkt der asymptotischen Darstellungen der beiden 
Funktionen. 

Der Beweis gestaltet sich dem fur die Multiplikation konvergenter 
Reihen liblichen analog. 

325. Besitzt die Funktion f(x) die asymptotische Dar- 

CO tx 

stellung ^ und hat die Potenzreihe den Konver- 

^ ” 0 7 * = 0 

genzradius ^>1%], so besitzt diese Potenzreihe, als Funk- 
tion von x betrachtet, eine asymptotische Darstellung, die 
man erhalt, wenn man in die Reihe statt f seine Darstellung 

einfiihrt und nach Potenzen von — ordnet. 

X 

Vi V anti, Tlieorie der emdeutigen. analytischen. I’unktionen. 


21 
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Zunachst kaun, da lim/'(a;) = % ist, x so groB genommen werden, 

a: = CO 

daB \f{oc)\<iQ wird^ so daB die Reihe fur alle Werte yon x, die 
groBer sind als ein bestimmter Wert, konvergiert und deskalb eine 
endlicbe Punktion yon x darstellt, die "wir mit F(x^ bezeiclinen wollen. 

Da ferner die Reibe fur jedes f^Q<Q gleickmaBig konyergiert, 
so ist: 


lim F{x) == lim ^ lim f 

a;=co x=co ^_Q y,_Q x=oo ^_q 


V. 


. V 




Bezeiclinen wir diese Summe mit Aq, so ist weiterkin: 

CO 

F(x)-A,=2e^(f^-aQ, 

r = l 

folglicb.: 

CO CO 

lim x{F{x) — J-o) = lim x ^ — aQ = ^ \imx{f’' — aj) . 

X=co x=ce x=oo 

Nun ist: 


limx(f’' — aj) = lima: (/■— a^) • lim(/'’- ^ ^ H h aj" ^/’+ “o~ 0 ^ 

X= 00 X=: 00 X= 00 

mitbin: 

00 

limx(F(x) — 

x=co ;fti 


eine GroBe, die mit bezeicbnet werde. In derselben Weise kann 
man fortfabren, der Reibe nacb die librigen Koef&zienten ■^ 2 ; ^3? ' * ^ 
der asymptotiscben DarsteUung yon F(x) zu bestimmen, und es be- 
statigt sicb obne Scbwierigkeit, daB diese mit der Reibe zusammen- 


fallt, die man erbalten wiirde, wenn 
Potenzen yon ~ ordnete. 

X 


man 



r = 0 



nacb 


326, Besitzt f(x) eine asymptotiscbe DarsteUung 

oo 

^(x) = ^ af^x~^ und ist ^^ 4 = 0 , so besitzt aucb 7 :— eine asym- 
A = 0 / W 

ptotiscbe DarsteUung, die man erbalt, wenn man — r-r in 

1. ^ \ ) 

eine Potenzreibe yon — entwickelt. 

X 
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Man kann schreiben: 




a.x 


indem man: 


ip (x) = + ■ 

^ ^ ^ a^x aQX^ 


setzt. Nun kann^ da lim/‘(a;) = ist, x so groB genommen werden, 

x—ca 

daB \'ip{x)\ <il wird; alsdann ist: 




CO 

was in eine konyergente Potenzreibe von — ^ yerwandelt 

^ A = 0 

CO 

werden kann. Man beweist dann obne Mtihe, daB die asym- 


ptotiscbe Darstellung yon ist. 


A = 0 


337. Wenn eine Funktion f(x) nnd ibre Ableitung f(x) 
asymptotiscbe Darstellungen besitzen, so erbalt man die 
Darstellung yon f\co) durcb gliedweise Differentiation der 
Darstellung yon 

CO CO 

Sind ^ 2'b^or’^ die asymptotiseten Darstellungen von 

;i=o A = o 

f{x), fix), so ist: 

fao = lim/‘(n:), ai = lima;(/’(a:) — ^o), % = lim ^3?® (/’(a?) — «o — ; 

.'K=C» Xz= CD X^ CD ^ ^ 


( 1 ) 


• , = lim a:'- (f(a;) — 


( 2 ) 


[&o = lim /■'(«), &i=lima:(/’'(a:) — 6o), \ = \\m.x^{f'{x)—'ba—'£), 

\ X — CD X-=CD X — CD ^ 

■■■> ^ = -f. 


1) Man kann aber niokt allgemein behanpten, da6, wenn f{x) eine asym- 
ptotiscke Darstellung besitzt, aucb f{x) eine solcbe zulafit. 


21 
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Aus (1) folgt nacli dem letzten Satze in Art. 221^): 

[ 0 = limfya;), 0 = lim {fix) — xf'{x)) = lim xf{x), 

I .'C=co a: = co x — ca 


( 3 ) 


0 = lim [2 a; l^{x) (/"(a;) + ^)] = 

= lim [2 a: (f{x) — «o “ ^) + + «i] > ' ' 

0 = l™^ ^ - «o - -J- + 


+ af {f'{x) + -^ + -:;;# + ••• + 


(r — '2)a^ 




7 


Daraus ergibt sicli zunachst durch Vergleich mit (2): 

6q = 0^ ^1 = 0 , &2 === — %. 


Wir woUen beweisen, daB aUgemein: 


(4) 


K 


Da die Formel fur r = 2 gultig ist, so konnen wir die Methode 
der YollstarLdigen Induktion anwenden, indem wir die Formel fur jeden 
Index als ricbtig voraussetzen^ der Ideiner ist als ein bestimmter 
Index r, und beweisen^ daB sie dann aucb fur r gultig ist. 

Aus der letzten Formel in (3) erhalt man mit Riicksicbt auf 
(1); (2) und auf die soeben gemachte Voraussetzung: 


0 = lim 

X= (X) 




X 


x’-V 


— ra^ 


-1- 




+ {r-l)a^ 


1 =&, + (r-l)a^ 


woraus sick (4) ergibt. 

Also ist die asymptotiscke Darstellung von fix): 


17 


man erbalt sie demnacb in der Tat, indem man die asymptotiscbe 
Darstellung von fix) gliedweise dijBferentiiert. 


1) Die Esistenz der in (3) vorkommenden Grenzwerte wird durck die 
Gleickungen (2) yerbiirgt. 
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328. ISTacli diesen Satzen koimen wir die Andeutungen genauer 
ausfiilii’en, die wir oben uber die Anwendung der neuen Begriffe auf 
DifferentialgleicliungeiL gemacb-t babeii; welcbe dank Poincares Arbeiten 
in der Meckanik des Himmels zu Ergebnissen von bockster Bedeutnng 
geftibrt bat. 

Es liege eine gewdbnlicbe Differentialgleicbung ^^-ter Ordnnng 
vor, und es sei a priori bekannt, dafi sie ein Integral besitzt^ das 
zugleicb mit seinen Ableitnngen 1-ter, 2-ter^ . . n-ter Ordnnng 
einer asymptotiscben Darstellnng fabig ist. Es lafit sicb^ im allge- 

meinen anf mebrere Arten, eine Potenzreibe von — finden, die formal 

die Grleicbnng befriedigt, d. b. die Eigenscbaft besitzt, daB man 
eine Reibe von lanter Nullgbedem erbalt, wenn man ebendiese Reibe 
anstatt y nnd ibre successiven Ableitnngen anstatt y', y\ , , y^^^ 

einsetzt nnd die Operationen ansfnbrt, welcbe die linke Seite der 
Differentialgleicbnng vorscbreibt. Da nnn nacb den vorangebenden 
Satzen dasselbe Resnltat sick ergeben mnB^ wenn man anstatt y die 
asymptotiscbe Darstellnng des Integrals einfnbrt, nnd da jede Funk- 
tion bocbstens eine einzige asymptotiscbe Darstellnng besitzb so folgt; 
daB eine der gefnndenen Reiben die asymptotiscbe Darstellnng des 
Integrals sein mnB. Ist die Gleicbnng im besondern linear mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, so ist die Anzabl der Reiben^ die man findet, 
gleicb der Anzabl der verscbiedenen Integrale, die einer asympto- 
tiscben Darstellnng fabig sind, so daB man die asymptotiscben Dar- 
stellnngen aller dieser Integrale erbalt. 

Die praktiscbe Bedeatnng der asymptotiscben Reiben bestebt 
ferner darin, daB sie^ selbst wenn sie divergent sind, gestatten^ die 
entsprecbende Fnnktion mit nm so groBerer Annabernng zn berecbnen^ 
je groBer der Wert der Veranderlicben ist. 

329. Der Begriflf der Snmme einer divergenten Reibe laBt sicb 

nock anf andrem Wege, zunacbst fnr Reiben mit konstanten Gbedem, 
einfnbren. ^ 

Es liege eine Reibe ^ vor nnd es werde, wie iibbcb: 

/i = 0 

== ^ 0 , 5 ^ = ^0 + + ^ * * * 

gesetzt. Ist die Reibe divergent^ wabrend sicb die GroBe: 

■~(Sq + s^-\ h 

fiir lim 7 ^= oo einer bestimmten Grenze s nabert^ so kann s die 
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Sum me der Eeilie genaimt werden. Eine divergente Reilie^ fiir 
welche die erwahnte Grrenze existiert, keifit einfack unbestimmt^). 
Allgemeiner: 1st: 

00 

h = 0 

eine ganze Funktion mit positiven Koeffizienten und nakert sick das 
Verkaltnis: 

00 ca 

/, = 0 A = 0 

■walirend ( dem TJaendlichen zustrebt, einer bestimmten Greuze s, so 
beiBt die Reihe in bezug auf die Funktion y(^) summierbar 
und s ibre Summe. Es empfieblt sich, als Bezugsfunktion (p(f) die 
Bxponentialfanktion e' zu benutzen; alsdann ist die Summe der Reihe 

CO 

gegeken durck die Grleickung: 

h=i 

(1) s = lime-‘^-^ = lime-'5'(t), 

h=0 * 

falls diese letzte Grrenze existiert. 

Bilden wir das Integral (Art. 133) der Potenzreike S(f): 

^ h-{- 1 ^ 

/^ = 0 ' h = l 

Daraus folgt: 

(3) S{f) - V{f) = So + 2" (s. - It =2^ ^ • 

A=1 A=0 

Ans (1) ergibt sick offenbar^ daB S{t)j damit die Grrenze s 
existiere^ fiir jeden endlicken Wert von t einen endlicken Wert kaben^ 
d. k. eine ganze Funktion sein muB. Dasselbe laBt sick (Art. 133) 
von Y(t) und folglick auck von TJ{i) bekaupten. Die Funktion TJ{t) 
keiBt die der gegebenen Reike assoziierte ganze Funktion. 

1) Cesaro, dem man diese BegrilPe vexdankt, die dann Bor el, "wie wir 
sogleick berickten werden, yerallgemeinert kat, beweist, daB das Produkt zweier 
konvefgenten Beiken eine konvergente oder einfack nnbestimmte Keike ist nnd 
daB in beiden Fallen die Summe der Produktreike das Produkt der Summen 
der Faktorreiken ist. 
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Aus (2)^ (3) folgt: 

S'(t) - r'(t) = S\t) - S(t) = U\t) = ir(t) - U(^t) + U(t) 

und^ indem mit e~^ multipliziert wird: 

(4) S(t)) = U'{t) - Uit)) + 

Wir bemerken^ da6 S{t)) die Ableitung yon e~^8{t) 

und e^\lj'(f)— Uit)) die Ableitung yon e~^U{t) ist, femer, daB man 
fur = 0 hat: 

e-*8{f) = So = a^, e-* U(t) = a^-, 

nehmeii wir dann auf beiden Seiten Ton (4) das Integral, so erhalten 
wir: 

e-<S(t) = e-^U(t) +f e-‘U(t)dt, 

0 

mithin wegen (1): 

(5) s = lim U(t) e" ^ U(i) dt ^ . 

t—(X> Q 

Da nun die Funktion e~^S(t) einer endlichen Grenze zustrebt, so 
nahert sich ihre Ableitung, wenn sie tiberhaupt eine Grenze besitzt, 
der Null (Art. 221), d. h. es ist: 

lim e~~^S(t)] = 0 

i = 00 

Oder auch: 

(6) lim = lim e''^S{t) == 5, 

^S= CO i = CD 

sobald lime“^5'(^) existiert. 

^ = CO 

Existiert lim fe~'^U{f)dt, und wird dieser Grenzwert mit (5 be- 
^ = 00 0 

zeichnet, so folgt aus (5): 

lim e~*U(f) = 5 — (5", 

t—Cfi 

also (Art. 221) s — u = 0 oder: 

]ime''^U(t) = Oy 5 = lim Ce~^TJ{f)dty 

t= 00 00 g 

was sich nach den in der Integrabechnung ubhchen Bezeichnungen 
schreiben laBt: 

CO 

e-*U{t)dt ") 

1) Le Boy hat eine Definition der Snmmierbarkeit anfgestellt, die nnr 
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330. Sind ^ a'ny ^ di zwei summierbare Reiben und 

A = 0 ;z = 0 

s" ibre Snmmen, so ist aucii die Reibe: 

CO 

2 {G'a'n + c'd;:), 

A = 0 

wo C'j 0" zwei beliebige Eonstanten sind, summierbar, und 
ibre Summe ist: 

a's' + 

Wir ersparen uns den tiberaus einfacben Beweis. 


331. Eine konyergente Reibe ist summierbar^ und ibre 
Snmnie stimmt mit der im gewobnlicben Sinne yerstandenen 
Summe tiberein. ^ 

Ist 6 die Summe der konyergenten Reibe ^ so kann man 

h-O 

eine Zabl n yon der Art angeben, daB fiir jedes h'^n: 

6 — a<Sj^<a + a 

CO 

scbeinbar von der bier gegebenen veiscbieden ist. Er sagt, eine Reibe 
sei sTiminierbar, wenn sicb die Reibe: 

i^ = 0 

WO r das bekannte Eulerscbe Integral 2*®"" Art: 


r(u)=Je-‘f-'^dt 

0 

ist, einer bestimmten G-renze s nabert, wabrend sicb z in znnebmendem Sinne 
der Eins nabert; und ebendiese Grenze nennt er Summe der Reibe. 

Nun ist: 


h=0 A=0’0 0 k=0 ' 0 

mitbin, unter gewissen bescbrankenden Umstanden: 

A=0 0 

die beiden Befinitionen faben demnacb zusammen. 
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wirdj wenn £ willkurlicli gegeben ist. Man bat alsdaun: 


^ i ^ < s«) < i i , 

h = n-{-l ■ 7 - ... * 


h:^0 


A = 0 


/i = 71 -f- 1 


oder aucb: 


^-‘2 (% - + «) IT + (^ - «)< e-‘S{t) < 

;^=o 

< ^ i^h — ^ ^ + (p + 

h = 0 

erirmert man sicb (Art* 146)^ daB sicb das Produkt von e~^ in ein 
Polynom fur linijJ= oo der Null nabert^ so ergibt sicb daraus: 

6 == lim e~^8(t) == s. 

i = CO 

Im besondern gilt der Satz: Eine aus einer endlicben An- 
zabl Ton Grliedern bestebende Keibe darf als eine summier- 
bare Reibe betracbtet werden, iind ibre Summe ist die 
Summe ibrer Grlieder. 


3B2, Eine eigentlicb divergente (d. b. weder konvergente 
nocb unbestimmte) Reibe ist nicbt summierbar* 

Nimmt man eine willkiirlicbe GroBe K an, so laBt sicb, der 
Voraussetzung lim 5 „=oo gemaB, eine Zabl n von der Art finden, 

71= oo 

daB K ftir jedes ist. Scbreibt man: 

wo die positiv sind, so bat man: 


A = 0 





_ £+2 

h — n + lL /t = 7i+l 


hi 


n 



hi 


00 

7i. = 71+1 


hi ’ 


mitbin, wenn man beaebtet, daB sicb das Produkt von e~^ in ein 
Polynom fiir lim^= cx) der Null nabert: 

lim e~ ^S{t) ^ E + lim e”* ^ , 

^ = ^ = ^ A = /i + l 
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woraus wegen > 0 folgt : 

t—Oi 

Damit ist die Beiauptung erwiesen. 


CO 

333. Ist die Reilie summierbar und besitzt sie die 

A=o 

Summe s, iind ist aucb die Reihe ^ summierbar, so ist 

A=i 

die Summe dieser letzteren Reibe s — aQ. 

Scbreibeu wir die zweite Reibe in der Form: 


und setzen wir allgemein: 


2 

A = 0 

n 


SO erbalten wir: 
mitbin: 


//=0 


ar^ a, 


7i + l? ^M + 1 

ih 




^ ® = 2 ¥ = 2 = S\t) - 

h=0 h-0 


woraus sicb ergibt: 

lim e~^S (t) = lim e~^S'(t) — . 

^ = 00 t=CX3 

Da die erste Grenze existiert, so existiert aucb die zweite, und 
der Wert dieser letzteren ist s (Art. 329, (6)). Es folgt also: 

s = s — ^). 

334:. Wir scblieJBen zum Zwecke der Erlauterung einige einfacbe 
Beispiele an: 

1) Betracbten wir die Reibe: 


1 — 1 + 1 — 1 + -'-, 


1) Bor el (60) hat nacbzuweiseii versucht, daB aus der Summierbarkeit von 

CO 00 « 

^ die von folgt; aber Hardy (565) bemerkt dazu, dafi der Beweis 

A = 0 h = l 

nicht stichbaltig ist, ja noch mehr, da6 der Satz nicht allgeniein gilt. Er beweist 
dagegen, dafi aus der Summierbarkeit der zweiten Reihe die der ersten folgt. 
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so haben wir: 
mittLin: 




0 , = l (« = 0, 




CC 00 


,71 — 0 « = 0 


und folglicli: 


5 = liin e'~^S{t) = lim ^ 

^=00 ^ = co "* 


2) Betrachten wir die Reihe: 

1 — m + + • * *; 

wo w > — • 1, so baben wir: 


1 — 7)1 


h+1 


mi thin : 


S{t)^ 


iind daher: 


1 — 7)1 




La=o 


=== \e^ — rA 

1 — wj -* 


s = lim 6 '"^>S( 2 J) = z — lim(l ~7ne * 

Im besondern ist die Reihe fiir — 1 < m < 1 konvergent nnd $ 
ihre Summe im gewohnlichen Siime des Wortes. 


336o Es liege jetzt eine Potenzreihe 2 vor; man nehme 

h = 0 

einen Kreis, der dureh den Anfangspnnkt 0 hindurchgehen nnd in 
dem Existenzbereich der durch die Potenzreihe erzeugten analytischen 
Punktion f(x') liegen moge. Dann ist die Reihe^ anch wenn dieser 
Kreis iiber den Konrergenzkreis der Potenzreihe hinaus- 
reicht, in alien Pnnkten des von 0 ausgehenden Dnrchmessers des- 
selben snmmierbar. 

Es sei OM dieser Durchmesser, G der Mittelpunkt des Exeises; 
c sei die dnrch den Pnnkt C dargesteUte GroBe. Wir schreiben: 

00 <» 

=2 “-S' ~ 

h=Q h^O 

wo 5|S(a:|c) mittelbar oder unmittelbar aus 5p(a;) durch Transformation 
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entstanden sein moge. Da der Kreis nm C mit dem Radius C 0 
yoILstandig innerlialb des Existeuzbereiches yon f{x) liegt^ so entbalt 
der Konyergenzkreis yon 5)5(ir|c) in seinem Innern den Punkt 0, imd 
wir kdnnen mitbin aus unmittelbar berleiten. 

Setzt man 00 = r, so Tafit sicb mit einem Radius r ^ r um C 
ein Ejreis bescbreiben, der yollstandig innerbalb des Existenzbereicbes 
yon f(x) entbalten ist; bezeicbnet man mit x einen Punkt im Innern 
dieses Kreises^ mit "SJt den auf den TJmfang ebendieses Kreises be- 
zogenen Mittelwert, so ist (Ai’t. 131^135): 


^(x\c)==m 


rf{r) 

T — {X — C) ^ 




[r 


r'fjr') 


Im besondem bat man fiir x ^0: 


sp (oi») - » , i r (o;«) - SB! ■ 

Indem man diese Werte in die Pormel (Art. 147): 

CO 

A = 0 

einsetzt und erwagt, daB (Art. 150) 5|3(^|^,0) mit zusammenfallen 
muB, erbalt man: 

00 

Die der Reibe assoziierte ganze Funktion ist: 




?1 = 0 


hi 


'hi 

;i = o 


r'fjr) 
{r+cf + ^ 


mitbin: 


Ist: 


a) 


rf(r') ^ 


= m 


r'fjr') 
r' + c 


Xt 


7 


^‘U{x,t) = Wt 


r'fjr) Ar' + c 0 
r' + c 


r 4-c ^ 


WO € beliebig klein ist^ so folgt leicbt, daB: 
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]ime~^U(Xjt) = 0 

t=co 

und daB lim f e~^TJ(x,f)dt einen endliclieii "Wert hat. 

t= CO 0 

Erinnem wir nns^ daB in den yorstehenden Formeln das unter 
dem Fnnktionszeichen 3K stehende r irgend einen der Punkte der 
Ejreislinie yom Radius r um auf den Mittelpunkt als Anfangspunkt 
"bezogen, darsteUt, so folgt, daB / + c den irgend einem Punkte K 
dieser Ea*eislinie entsprechenden Wert darstellt. Setzt man also: 

X = , / + ^ === 

so wird aus (1) fur ein beliehig kleines a: 

jGOS {<p-i>)<l-S, 

Oder auch: 

^ COS (cp — if}) < rj, 

1st also P der einem Werte x entsprechende Punkt, HL die durch 
K senkrecht zu OK gezogene Grerade, so muB sich P mit 0 auf 
derselben Seite der Geraden HL "befinden. 

Denken wir uns durch alle Punkte der Kreislinie um C mit dem 
Radius r samtliche zu HL analogen Geraden gezogen, so hiillen 
alle diese Geraden^) eine Ellipse ein, deren Mittelpunkt C und deren 
einer Brennpunkt 0 ist; damit also (1) Ton alien Punkten K befriedigt 
wirdj muB sich P im Innern dieser Ellipse befinden. Nun enthalt 
diese Ellipse, um wie wenig sich auch r yon r unterscheidet, doch 
stets die Strecke Oiif in ihrem Innern, mitliin ist bewiesen, daB in 
alien Punkten dieser Strecke die betrachtete Reihe summierbar ist. 

336. Besitzt eine analytische Eunktion einen einzigen singularen 
Punkt, so ist die Potenzreihe, durch die sie in der Umgebung des 
Anfangspunktes dargestellt wird^ in alien Punkten der Ebene summier- 
bar, die sich auf derselben Seite wie der Anfangspunkt in bezug auf 
die Gerade befinden, die im singularen Punkte auf seiner Verb indungs- 
linie mit dem Anfangspunkt senkrecht steht. 

Sind die singularen Punkte in endlicher Anzahl yorhanden^ so 
erhalt man dadurch, daB man die yorige Konstruktion fiir jeden ein- 
zelnen yon ihnen ausfiihrt, ein endliches oder nicht endliches Polygon, 
das den Anfangspunkt enthalt und in dessen samthchen Punkten die 
Reihe summierbar ist. Es wird das Summierbarkeitspolygon 
der Reihe genannt. , 

1) S. z. B. Enzyklopadie der math. Wiss., lU Cl, Nr. 30 
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tiber den Begriff der analytisehen Fortsetzung ^). 

337. 1st eine analytische Funktion in einem Bereiclie C regular 

und sind alle Punkfce des XTmfangs I fur sie singulare Punkte^ so kann 
die Funktion nickt fiber die gescblossene Linie I binans fortgesetzt 
werden. Liegt andrerseits ein arittunetiscber Ausdruck yor^ der in 
zwei, etwa durcb eine gescblossene Linie I getrennten Bereicben A, JB 
konyergiert, und sind f^(x) die analytiscben Funktionen, welcbe 

denselben beziebentlicb in den beiden Bereicben darstellen^ so wurde 
man yersucbt sein, die eine der Funktionen als die analytiscbe 
Fortsetznng der andern fiber die Linie I binweg aufzufassen. Aller- 
dings baben wir geseben^ daB sicb, wenn man die Funktionen 

in durcbaus willkurbcber Weise annimmt^ stets ein aritbmetiscber 
Ausdruck finden laBt, den sie in A bezw. B darstellen, so da6 es 
nicbt angebracbt erscbeint; yon zwei Funktionen^ zwischen denen 
kein Zusammenbang bestebt, die eine die Fortsetznng der andern zu 
nennen. Nicbtsdestoweniger darf man fragen, ob sicb nicbt ^ wenn 
man einen aritbmetiscben Ausdruck zweckmaBigen einscbrankenden 
Bedingungen unterwirft^ zwiscben den ibn in getrennten Bereicben 
darstellenden analytiscben Funktionen notwendige Beziebungen er- 
geben, so daB die einen mit einem gewissen Recbte als analytiscbe 
Fortsetzungen der andern betracbtet werden dfirfen. Borel hat diese 
Frage folgendermaBen bebandelt. 

338. Vorausgesetzt; daB die Summanden eines aritbmetiscben 
Ausdruckes in einfacbe Brficbe zerlegt sind und daB die Reibe dadurcb 
nicbt aufbort, konyergent zu sein, so laBt sicb als die allgemeine 
Form eines aritbmetiscben Ausdruckes die folgende annebmen: 


( 1 ) 






wo die nicbt samtlicb yerscbieden zu sein braucben. 

Wir wollen F{x) folgenden Bedingungen unterwerfen: 

Die ganzen und positiyen Zablen sollen ein endbcbes Maxi- 
mum m besitzen; 

CO 

die Reibe ^ | | soli konyergent sein: 

h=i 


1) Borel 46, 51, 52, 56, 58, 68, 64, 68, 69, 77, 78, Fabry 148, 151, 
Groursat 172, Hadamard 184, Hill 570, 571 bis, von Kocb 682, Krygowski 
235, Lindelof 274, 276, 690, Paiiilev5 346, 349, Picard 373, Pompeiu 401. 
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die Menge 1 der Punkte soli auf einer gescklossenen Linie I 
liegen und auf dieser gairzen Linie iiberall dicht sein^), 

Bezeichnen wir durcli A, JB den Inneii- bezw. AuBenraum der 
Linie I, A sei irgend ein Bereich innerhalb A, d die untere Grenze 
der Abstande der Punkte des Bereicbes A von 1. Nebmen wir nun 
eine positive GroBe a an, die zugleicb kleiner als 1 und als d sein 
moge, so erbalten wir fur alle Punkte x des Bereicbes A und fur 
jeden Wert von h\ 

\x — Cj^\> a, 

folglicb: 

\x — Cj^ \^h > 

und, weil ^ a < 1: 

\x — Cj^ > a‘^\ 


Daraus folgt fiir alle Punkte x von A und fur jeden beliebigen 
Wert von p: 




Zi=p + 1 


nimmt man aber 6 willkiirlicb an, so laBt sicb n immer so wablen^ 
dafi: 

00 

'At 

S= Ai - 1 - 1 


ist; folglicb bat man ftir alle Punkte des Bereicbes Ai 


CO 

h = n+l 




< 


und die Reibe (1) ist in jedem Bereicbe A innerbalb A gleicbmaBig 
konvergent. 

Auf dieselbe Weise wurde man zeigen, daB sie in jedem Bereicbe 
B' innerbalb B gleicbmaBig konvergiert. 

Es sei nun d ein Punkt von Z, der mit keinem der Punkte c 
zusammenfallen moge. Wir bescbreiben, wenn dies moglicb ist, in 
dem Bereicbe A einen Kreis, der I in. d beriibrt und weder in sein^m 
Innem nocb auf seinem TJmfange einen zweiten Punkt von Z entbalt^ 


1) Man kann anch zulassen, dafi es Punkte ^ gebe, die nickt auf I fallen, 
wenn nur die HaufangsstelLen der Menge dieser Punkte nicht auf I fallen und 
weder Flacken nock Linien bilden. Das wurde in den folgenden Erorterungen 
nur geringfiigige Anderungen nack sick zieken. 
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es sei Xq der Mittelpnnkt, q der Radius dieses Kreises. Wahlt man 
die Zaiil n wie oben und bezeiclmet 7} eine positiye GroBc; die zugleich 
kleiner als 1 und als der kleinste A.b stand der Punkte von 

der Geraden ist^ so hat man: 


wo: 


auBerdem ist: 


folglich ist: 


und: 


^ <; . 

00 

;i = i 

00 

^ I <; . 


jn 7 




00 


<a + ££!: 

^ m ‘ m 
7] Q 


'n 


Daraus folgt wegen der Willktirlichkeit von 6: 

lim q^F{xq) = 0 
^) = 0 

Oder auch: 

lim (Xq — d)'^F{x^ = 0. 

XQ = d 

1st dagegen d einer der Punkte Cj z. B. so beweist man mittels 
der soeben dargelegten SchluBweise^ daB: 


lim (iCo - c^)” 






Oder aucli: 


= 0 


lim [xq — = a^lim {x^ — ; 


folglich ist die Grenze fiir < m NuU^ fiir = m dagegen ay. 

Nun gibt es sicherlich mindestens einen Wert r, fiir den = m 
ist*, wir diirfen also behaupten, daB es auf der Linie I mindestens 
einen Punkt d von der Art gibt, daB, wenn x sich ihm langs der 
im Bereiche A gezogenen Normalen nahert, das Produkt (ir — dy^'Fipc) 
nicht die Null als Grenze hat. Die Grenze dieses Produktes ist 
wenn d mit dem Punkte zusammenfallt. 
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Uber den Begriff der analytiscben Fortsetznng. 

AucL. diese Erwagungen bleiben noch iminer giiltig, wenu inaa 
anstatt des Bereiclies A den Bereicli S in Betracht zielitj ferner sind 
die Grenzen fiir ein und denselben Pnnkt von I dieselben. 

339. Hierans lassen sicli folgende Scblusse ziehen: 

Das Produkt {x — dy^^F{x) nakert sick derselben Grenze^ 
mag sick x einem Punkte d von I langs der ISTormalen 
innerkalb A oder innerkalb JB nakern; nnd diese Grenze 
kann nickt fiir alle Pnnkte von I Null sein. 

1st lim(5; - dYF{x) == 0 fiir alle Punkte von I, so kat der 

Ausdruck F{x) den koiistanten Wert Null (d. h. er wird durcb. 
die konstante analytische Null-Funktion dargestellt), und 
zwar ebensowohl im ganzen Bereiche A wie im ganzen Be- 
reicke JB. 

Liegt ein arithmetiseher Ausdruck F(x) yoi-; der in alien 
Punkten des Bereiclies A Null ist, so ist er es auch in alien 
Punkten des Bereiokes B und umgekekrt, -well ja, wenn F(x) 
in A Null ist, die bewuBte Grenze fur alle Punkte Ton I Null ist 
und folglicb F{x) in B Null ist. 

Werden zwei aritbmetiscbe Ausdriicke Fj^(x), F^ix) yon 
der betracbteten Form durcb ein und dieselbe Funktion in 
A dargestellt, so folgt dasselbe in B. 

Sind Fj_{x), F^(x), . . F^(x) n aritbmetiscbe Ausdrucke 
yon der betracbteten Form, welcbe durcb die analytiscben 
Funktionen: 

f^(x), f^{x), . . ., f^{xy, cp^{x), <p^{x), cp^{x) 

in A bezw. B dargestellt ’werden, und bestebt zwiscben den 
f fur alle Punkte yon A eine Beziehung yon der Form: 

■ ■ ■, = 0, 

wo 0 ein Symbol fur eine ganze rationale Funktion ist, so 
bestebt zwiscben den cp fiir alle Punkte yon B die Beziebung: 

9{cpyx), (p^{x), . . <p^{x)) = 0. 

Der aritbmetiscbe Ausdruck; 

<S(F^{x), F^ix ), . . ., Fjx)), 

der yon derselben Natur ist wie die F, wird namlicb in A durcb 
die analytiscbe Funktion ®(/;(a;), f^x), . . fjx)), in .B durcb die 
analytische Funktion ^{(p^x), ip^{x), . . ., cp^x)) dargestellt; ist also 
eine yon ibnen identiscb Null, so ist es aucb die andre. 

Vivaati, Theorie der eiadeutigen analytiscben Funktionen, 
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Die angefiilirteii Tatsaclien zeigen, daB, wenn der in Betraclit 
kominende arithmetisclie Ausdruck gewissen Besdarankiingen unter- 
liegt, die analytischen Funktionen, die ihn in den beiden getrennten 
Bereicben B darstellen, nicbt mekr vollstandig Yoneinander imab- 
kangig sind, sondern zwischen ihnen gewisse Beziekungen besteken; 
sie zeigen ferner, daB die Produkte der Punktionen in die Entfernung 
Yon dem TJmfange sick einer und derselben Grenze nakern, mag sick 
nun der beweglicke Punkt you A oder Yon B ker der Begrenzung 
naken. Es bestekt sonack uber die Linie I kinaus eine Art Stetig- 
keitj und von den beiden Punktionen darf im weiteren Sinne eine 
die analytiscke Fortsetzung der andern genannt werden. 

Wir werden weiter unten (Art. 361) seken, wie es Borel^ indem 
er sick anf die neueren Untersuckungen von Mittag-Leffler stiitzte, 
gelungen ist, seine Verallgemeinerung des Begriffs der analytiscken 
Fortsetzung genauer zu fassen. 

34:0. Poincare kat bemerkt, daB man nickt von der analytiscken 
Fortsetzung tiber eine gescklossene Linie singularer Punkte kinaus 
reden konne, falls man nickt etwa jede beliebige Punktion als analy- 
tiscke Fortsetzung jeder andern anseken wolle. 1st eine analytiscke 
Funktion fi{cc) gegeben, die nur innerkalb einer bestimmten ge- 
scklossenen Linie I regular ist, und nimmt man willkiirlick eine ana- 
lytiscke Punktion f^(x) an, die nur auBerkalb der Linie I regular ist, 
so teBt er diese in zwei Teile und h und bildet zwei Ausdriicke 
Fj^ix) und F 2 {x\ die in der ganzen Ebene mit Ausnakme der Punkte 
von beziekentlick konvergieren. Der Ausdruck: 

F{x) = F,(x) + F,{x) 

konvergiert in der ganzen Ebene mit Ausnakme der Punkte von L 
Poincare zeigt, daB F^{x)y F 2 {x) so gewaklt werden konnen, daB F{x) 
innerkalb und auBerkalb I durck f^(x) bezw. f^ix) dargestellt wird. 

Im wesentlicken ist das von Poincare gewonnene Ergebnis kein 
andres als das bereits von WeierstraB festgestellte (vgl. Art. 193 ff.). 
Es ersckiittert daker keineswegs die Bekauptungen Borels, der nur 
zeigen will, daB, wenn man den aritkmetiscken Ausdruck besckranken- 
den Bedingungen unterwirft, die diesen in getrennten Bereicken dar- 
stellenden analytiscken Punktionen nickt mekr voneinander unab- 
kangig zu sein braucken und sick alsdann die einen als die analy- 
tiscken Fortsetzungen der andern auffassen lassen. — Borels Antwort 
auf Poincares Bemerkung ist deskalb interessant, weil sie klarlegt, daB 
der Begniff der eindeutigen Punktion nock erst vertieft werden muB. 
Sie bestekt in folgendem. 
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34 : 1 . 1st so pflegt man (Art. 146); 

zu schreiben. Wird x = gesetzt, so bat man: 

y^lgr + i(p- 

da mithin ein nnd demselben Werte von x unendlicb viele^ in bezug 
anf 2jr miteinander kongrnente Werte von (p entsprechen^ so ist y 
eine unendlicb vieldeutige Funktion von x. Bescbreibt z. B. der 
Punkt X in positivem Sinne eine geseblossene Kurve^ die den An- 
fangspunkt umscblieBt, so nimmt y nicbt seinen ursprunglicben Wert 
wieder an, sondern wacbst um 27ci. Bescbreibt dagegen der Punkt 
X eine geseblossene Kurve, die den Anfangspunkt nicbt umseblieBt, 
und setzt man der Einfacbbeit wegen voraus, daB sicb vom Anfangs- 
punkte aus nur zwei Tangenten an sie zieben lassen, so nimmt das 



Fig. 6. 

Argument (p bis zu einem bestimmten groBten Werte zu, dann 
bis zu einem kleinsten Werte (p 2 ab und wacbst seblieBbeb von 
neuem, bis es seinen urspriinglichen Wert wieder annimmt. Das- 
selbe findet mitbin fiir den imaginaren Teil von y statt. Wollen 
wir daber der Funktion \gx den Ansebein einer eindeutigen Funk- 
tion geben, so mussen wir verbindern, daB der beweglicbe Punkt 
geseblossene Kurven um den Anfangspunkt berum durcblauft, indem 
wir einen kiinstlicben Sebnitt einfiibren, der von irgend einer 
Linie gebildet wird, die, obne sicb selbst zu sebneiden, vom Anfangs- 
punkte ans nacb dem unendlicb fernen Punkte lauft, Wir sagen 

22 ’*' 
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^einen kiinstliclien Sckaitt^', weil er niclit eine aus singularen Punkten 
der Punktion bestekende Linie (Unstetigkeitslinie)^ sondern eine Linie 
ist; die wir als ihrem Existenzbereicke nickt angehorig betrackten 
wollen. 

Wir woken mit cp bestandig das kleinste positive Argument 
des Punktes x bezeicknen und festsetzen, daB als Wert der Funktion y 
in den Punkten oberkalb der reeUen Ackse genau derjenige gelten 
soli; in welckem 9 das kleinste positive Argument von x ist; was 
durck folgende Bezeicknung ausgedriickt wird: 

y icp (0 < 9 < Jt). 

Wir waklen zunackst als Scknitt den negativen Teil der reellen 
Ackse. Besekreiben wir von einem Punkte x oberkalb der reellen 
Ackse aus um den Anfangspunkt einen KreisbogeU; der den posi- 
tiven Teil derselben Ackse sckneidet, so ergibt sick; wenn man mit 
einen nnterkalb der reellen Ackse gelegenen Punkt dieses 
TCreisbogens bezeicknet; als Wert der Funktion y in. x^: 

Igr + 

wo das numerisck kleinste negative Argument von ist; 

Bestimmt man also den Scknitt in der angegebenen Weise, so 
wird die Funktion Igx eindeutig so definiert: 

Ikr reeller Teil ist der aritkmetiscke Logaritkmus des absoluten 
Betrags von X‘^ 

Der Koeffizient von i ist fur die Punkte oberkalb der reellen 
Ackse das kleinste positive Argument von Xy fiir die Punkte unter- 
kalb dieser Ackse das um 2zc verminderte kleinste positive Argument; 
fiir die Punkte des positiven Teils der reellen Ackse Null. 

Wir werden diese Funktion mit 6 i(x) bezeicknen. 

Wir waklen jetzt zweitens den positiven Teil der reellen Ackse 
als Scknitt und definieren die Funktion oberkalb dieser Ackse wie 
vorker, Besekreiben wir dann von einem Punkte x oberkalb der 
reellen Ackse aus um den Anfangspunkt einen Kreisbogen, welcker 
den negativen Teil dieser Ackse sckneidet; so ergibt sick als Wert 
der Funktion in dem xmterkalb der reellen Ackse gelegenen Punkte 
dieses Bogens: 

Igr + 

In dem vorliegenden Falle wird die Funktion demnack folgender- 
maBen definiert: 
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Der reelle Teil ist derselbe wie yorlier; 

Der Koeffizient yon i ist fiir alle dem Schnitt nicbt angeBoreiiden 
Punkte der Ebene das kleinste positiye Argument yon x. 

Wir werden die so definierte Punktion mit B^(x) bezeicbnen. 

342. ISTacb diesen Vorbemerknngen sei g{x) eine ganze Fnnktion 
und seien f\(x)y zwei eindentige analytische Funktionen^ die den 
negatiyen, beziebentlicb positiyen Teil der reellen Acbse als Dnstetig- 
keitslinien besitzen^). Die Fnnktion: 

= +9{x)lgx 

Oder genauer: 

ist eindeutig, weil mit der Linie, die wir als kiinstlicben Scbnitt 
fiir die Fnnktion Oi(x) gewahlt baben^ eine Unstetigkeitslinie oder^ 
wie man ancb sagen kann^ ein natxirlicher Scbnitt der Fnnktion 
(x) znsammenf alLt. Mit andem W orten, das Eintreten der Fnnktion 
fi(p), die in den Piinkten der negatiyen reellen Acbse nicbt regular 
ist, bindert den beweglicben Pnnkt, diese Linie zu tiberscbreiten, und 
niacbt es dadurcb unmoglicb; daB die Vieldentigkeit der Fnnktion 
Ig X zn Tage trete. So kann es yorkommen, daB die Snmme einer 
eindeutigen und einer nicbt eindentigen Punktion dock eine eindentige 
Fnnktion ist. 

Dieselben Uberlegnngen lassen sicb auf die Fnnktion: 

anwenden, welcbe den positiyen Teil der reellen Acbse zum Scbnitt bat. 
Die Summe: 

F{x) = qoi (a:) + (p^ (x) = (x) + (x) + 9 (x) [0^ (x) - 6^ (a:)] 

bat dann die ganze reelle Acbse als Scbnitt und wird somit oberbalb 
und unterbalb dieser dnrcb zwei yerscbiedene analytiscbe Fnnktionen 
dargestellt. Es ist namlicb: 

. oberbalb der reellen Acbse, 

1 W ~ 2 W unterbalb der reellen Acbse; 

folglicb wird F(x) oberbalb der reellen Acbse dnrcb die Fnnktion; 

/i(®) + 

unterbalb der reellen Acbse dnrcb die Fnnktion: 

1 ) Eine solcbe Fnnktion kaben wir in Art. 318 gebildet. 
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h(x) + -- ^nig{x) 

dargestellt. Aacli besteht zwischeu beiden Funktionen kein Zu- 
sammenbang^ weil ja g{x) durchaus willkiidieh gewablt werden darf. 

Das Ergebuis^ anf dem Poincare fuBt^ yerdankt man demnach 
dem Umstande; daB die Funktionenj anf welcbe er znriickgelit, aller- 
dings eindeutig sind, es aber erst dadnrch geworden sind^ daB ein 
natiirlicber Schnitt eines Hirer Summanden mit einem kiinstlicben 
eines andern nicbt eindentigen Summanden zusammenfallt. 


343. Die paradoxe Tatsaebe, daB die Snmme einer eindentigen 
tind einer nicbt eindentigen Funktion eine eindeutige Funktion sein 
kanU; zeigt^ daB die gewobnlicbe Definition der Eindentigkeit 
modifiziert werden muB. 

Borel scblagt folgende Definition vor: 

F{x) sei ein aritbmetiscber Ausdruck, I die Menge def Pole 
seiner Grlieder. Die F{x) in einem bestimmten znsammenbangenden 
Bereicbe C darstellende analjtiscbe Funktion f{x) beiBt dann ein- 
deutig, wenn man zwei beHebige Punkte des Bereiebes, die weder 
I nocb F angeboren, dnrcb eine keinen Punkt yon I entbaltende Linie 
yerbinden kann, anf welcber die Eeibe Fix) unbedingt und gleicb- 
maBig konyergiert. 

Der aritbmetiscbe Ansdrnck Fix) babe wiedernm die Form: 


( 1 ) 


00 

Fix) =2 




4)">A ' 


00 

und es sei nicbt nur 2\aA konvergent, sondern es lasse sicb eine 

h = i 

00 

Folge von positiven GroBen ... yon der Art finden, daB ^ 


h=l 


konvergieren^). Wir -wablen dann eine Zabl so, daB: 

h — l^h ^ 


( 2 ) 


2“<h 

A — w + 1 


00 


2! 

7/=n 4-1 





wird, wo d eine willkurlicbe positive GrdBe ist. 

Nebmen wir zwei beliebige Punkte p, q an, die weder der 
Menge I der Punkte nocb ibrer Ableitung T angeboren, so konnen 


l)Istz.B. V 




konvergent, so geniigt es, + ^ zti setzen. 
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wir um sie lierum zwei Kreise d mit so kleinem Radius ^ be- 
scbreiben, daB sie keinen Punkt von 1 oder von I' entbalten. 
Es sei I der Ort der Mittelpunkte der dnrch. die Punkte q hin- 
durcbgebenden Kreise, der Mittelpunkt des Kreises, der durcb die 
Punkte pj q, bindurchgebt. Auf der Greraden I nebmen wir fiir 
jeden Punkt fiir den )i > eine sjmmetriscbe TJmgebung von 
der Lange 2aj^ an; wegen der ersten TJngleicbung (2) ist die Summe 

CO 

dieser TJmgebungen 2 ^ Sj^ < 6^ und folgbcb kann eine auf I beliebig 

A = 7i + 1 

angenommene Strecke st von einer Lange > 6 von den Strecken rij^ 
nicbt vollstandig bedeckt werden. Zur Vereinfacbung des Gedanken- 
ganges nebmen wir s und t in gleicbem Abstande von dem Scbnitt- 



Fig. 7 


punkte r der Geraden I mit pq. Es sei ferner m ein Punkt auf \ 
der auBerbalb aller Strecken Qi > n) liegen und mit keinem der 
Punkte ^ 2 , . . zusammenfallen moge; der Kreisbogen a{m) um m, 
der durcb p und q bindurcbgebt, entbalt dann keinen der Punkte 
und die Abstande seiner Punkte von den Punkten be- 

sitzen dann ein positives Minimum d. Bezeicbnen wir ferner mit 
a^{m) den auBerbalb der Kreise d liegenden Teii von a{m)y und 
in analoger Weise mit a{e^ und den Bogen pq mit dem Mittel- 

punkt und den auBerbalb der Kreise d liegenden Teil desselben, 
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endlicli mit d den Abstand irgend eines Pimktes des Bogens a(m) 
YOU irgend einem Punkte des Bogens so bat man: 


1) Pm diese Bebauptung Boxels zu recbtfertigen, bedarf es einer ziemlich 
weitlaufigen Darlegung, die wir unter den Text setzen, um den Gedankengang 
nicbt zn iinterbrecben. 

1st %{j ein Pnnkt der Strecke so -wollen wir zuvorderst eine untere Grenze 
fiir den kleinsten Abstand des Bogens a (it) von anffinden. Wir bezeichnen 
mit V die Scbnittpnnkte von a(s), bez. mit rt, mit j, w ihre Scbnitt- 
pnnkte mit dem Kreise y. Da der Bogen ij kurzer ist als der Bogen vw nnd 
nberdies einem Kreise mit grofierem Radius angebort, so ist -^ipj 
und folglicb; 

^ipv<C^jpw. 

ISTun ist: 

Jw = ^jpio > Q sin jp lo , 


folglicb um so mebr: 


j'W Qsinipv. 



sm tpv = sin rpv cos rp% — cos rpv sm rpi 
also, da 


, rp (rv — ri) rp ■ iv 

pV'pi pv-pi^ 


sin ipv^ 


2 pi' 


Nun ist: 

iv^su-{-uv — si=^su — (5p — wp); 
ziebt man von aus uz senkrecbt zu sp^ so ist ^p<iup, folglicb; 

sz }> sp — up ; 

auBerdem ergibt sicb wegen der Abnlicbkeit der Dreiecke szu, srp: 
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wo r eine positive Konstante ist^ die von der Lage der Pimkte p, q, 
s, t nnd dem Radius q der Kreise y, d abiiangt und die wir iibrigens 
kleiner als 1 voraussetzen dtirfen. — 1st demnacb x ein Punkt des 
Bogens a(7n), so bat man, wenn man bedenkt, daB auf liegt; 


fiir h ^ n, 
fiir ny 

Daraus folgt ziinacbst: 


1 ^ — ■ a,,. 


y r^l 


_< y LM 


folglich : 


nnd: 


‘iv ;> 51 ^ — sz = su 
sin ipv'^ 


sr 

sp 


sp 


worans sicb scbliefilich ergibt: 




5 W, 


jiV> 


Q • rt 


-.Sil. 


^sp - pi 

Der kleinste Abstand | des Bogens a.{^) von a^{i) geht sicber dnrcb ^ hin- 
dnrch und liegt zwiscben ;j%o und jp'^ er ist offenbar groBer als der Abstand jy 
des Punktes j von der Geraden pio. Nun ist: 

j y —jw cos yjw =jw cos ^jjp iv , 

ferner : 


jpw + rpj < -- , 


folglich.: 

jy>jw cos (-f- — 4- w) sin 

und schlieBlich: 

(t+y’-p*) 




Q ' ri ' sin I 


h> 3 y>- 


Setzen 'wb: 


Q ‘ ri ' sin 


so ist: 


'■^sp 'pi 

“(t+y’’^*) 

2sp'pi ’ 


I > T • sw. 

Die GrbBe r bangt lediglicb von der Lage derPunkte p, q, von der Lange der 
Strecke st (die als synametrisch zu r vorausgesetzt war) und von dem Radius der 
Ereise y, d ab; dagegen ist sie von der Lage des Punktes u unabhangig. 

Werden nun auf der Strecke st zwei Punkte s\ u so genommen, dafi s' u 
zu su gleicb und gleicbgerichtet ist, so ist offenbar der kleinste Abstand des 
Bogens a(u') von 0:1(5) groBer als derjenige des Bogens a{u) von 0:1(5); er wird 
folglich groBer sein als t-su^ w. z. b. w. 
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was eine endliche und bestimmte GioBe ist; auBerdem ist mit Riick- 
sicht auf die zweite Ungleichmig (2)^ wenn m wieder das Maximum 
aller ist (Art. 338): 


2j^- 

?l — 71 +1 1 


< 


2 




V. = -v” 


2 


r. 

A = n + 1 ^ 


< 


MitkirL ist (1) auf dem ganzen Bogen aijn) unbedingt und gleich- 
maBig konvergent. Man darf daber allgemein sagen, daB die Reihe 
(1) auf jedem Bogen der durcb keinen der Pnnkte gebt, un- 
bedingt und gleicbmaBig konyergiert. 

Nebmen wir an, die Pnnkte seien auf der ganzen gescblossenen 
Linie I liberall dicbt, so wird F{x) in dem Innengebiete A und dem 
Aufiengebiete S derselben durcb zwei yerscbiedene analytiscbe Funk- 
tionen fi{x) und f^ioc) dargestellt. Im Sinne der neuen Definition 
bilden dhev f^(x) und f^icc) nur eine einzige eindeutige Funktion, 
weil sicb ja, wenn beziebentlicb in JB zwei beliebige Pnnkte ange- 
nommen werden^ stets unendlicb yiele, diese beiden Punkte verbindende 
und durcb keinen Punkt Cj^ gebende Ebeisbogen finden lassen, und 
auf jedem dieser Bogen F(x) unbedingt und gleicbmaBig konyergiert. 


344 . Wir zeigen nun, daB es nacb der neuen Definition nicht 
yorkommen kann, daB die Summe einer eindeutigen und einer nicbt 
eindeutigen Funktion eine eindeutige Funktion ist. 

Wir greifen auf die bereits betracbtete Funktion: 

zuriick, die den negatiyen Teil der reellen Achse zum Scbnitt bat. 
Sind Pj q zwei Punkte, der eine oberbalb, der andre unterbalb der 
reellen Acbse, so kann es gescbeben, daB fxip) auf bestimmten Kreis- 
bdgen pq^ welcbe die negatiye reelle Acbse scbneiden, stetig ist; das 
kommt yor, wenn einen aritbmetiscben Ausdruck yon der yon 

uns betracbteten Form darstellt, weil es dann, da die Punkte eine 
abzablbare Menge bilden, imendlicb yiele Bogen pq gibt, welcbe die 
negative reelle Acbse in Punkten scbneiden, die yon diesen Punkten 
yerscbieden sind. Gleicbwobl ist, welcbes aucb der in Betracht 
kommende Kreisbogen ist, wenn er nur die negatiye reelle Acbse 
iiberscbreitet, die Funktion Igx oder genauer S^(x) auf ihm nicbt 
stetig, da man ja, wenn e eine beliebig kleine positive GrroBe be- 
zeicbnet, in einem Punkte = 

^i(^) = — «); 
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in einem Punkte aber: 


^i(^) — Ig^ + + e) 

erbalt, so daB beim tFberschreiten der negativen reellen Acbse ein 
Sprung Yon — 27t statthat. Wenn daber ein aritbmetiscber Ausdruck 
F(x) Yorliegt^ der durcb die Funktion di{cc) dargestellt wird^ so kann 
diese Funktion auf keinem Bogeii pq, der die negative reelle Acbse 
iiberscbreitet, unbedingt und gleicbmaBig konvergent sein, Dasselbe 
laBt sicb von einem durcb 91 ( 0 ?) dargesteUten aritbmetiscben Ausdruck 
sagen; desbalb ist im Sinne der neuen Definition keine ein- 

deutige Funktion. 


345. Fabry bat Begriffe aufgestellt^ welcbe denen Borels durcb- 
aus abnlicb sind. — Ist d ein Punkt einer TJnstetigkeitslinie I einer 
Funktion fix), so kann es vorkommen, daB^ wabrend x sicb d langs 
einer Linie nabert^ die I nicbt bertibrt, f{x) und alle seine Ableitungen 
sicb bestimmten und endlicben Grenzen nabern; in diesem FaUe kann 
man d in dem Sinne einen nicbt absolut singularen Punkt 
nennen, daB, wenn: 


F{x) = ^ 




ein aritbmetiscber Ausdruck ist, der durcb die analytiscbe Funktion 
fix) dargestellt wird, d keiner der Punkte ist, sondern nur eine 
Grenzstelle der Menge dieser Punkte. Es sei demnacb I eine ge- 
scblossene Linie, welcbe die Ebene in zwei Bereicbe A, B teilt; 
fxix), f^ix) seien zwei analytiscbe Funktionen, die beziebungsweise 
in diesen Bereicben existieren. Wenn sicb nun, wabrend sicb x in der 
angegebenen Weise einem Punkte d von I nabert, der einer gewissen 
abzablbaren Punktmenge nicbt angebort, die beiden Funktionen und 
ibre Ableitungen denselben Grenzen nabern, so konnen die Funktionen 
fiix) und f^ix) als eine einzige Funktion betrachtet werden. 

346. Picard bebalt den BegriiBf der analytiscben Fortsetzung fiber 
einen gescblossenen Scbnitt binaus bei, ffibrt diese aber dadurcb aus, 
daB er auBerbalb der Ebene der komplexen Variabeln liegende Punkte 
in Betracbt ziebt. 

Es sei fix) eine im Innenraume C einer gescblossenen Linie I 
existierende analytiscbe Funktion. Setzt man x = u + iVj so bat man: 

fix) = ^i^jv) + ivi%^,v), 

wo pitijv), viu^v) reelle Funktionen der reellen Variablen u^v sind. 
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Wir yersuclieii min eine reelle Funktion dreier reeller Variablen^ 
zu bilden^ die fiir und beliebige u nnd v endlicb 

und stetig ist, sick aber ftir = 0 imd fiir die Wertepaare 
welcbe den Piinkten x des Bereickes G entsprecken^ axi£ ^(u,v) redn- 
ziert. 1st die Funktion (p(ii^VjW) endlick ftir = 0 und fiir alle den 
Punkten des AuBenraumes Ton I entspreckenden Wertepaare v, so 
bildet die Gresamtkeit ikrer Werte fiir w=^0 eine Funktion 
die als die analjtiscke Fortsetziing* von ^{UjV) auBerkalb der Linie I 
betracktet werden kann. Da aber (Art. 160), wenn der reelle Teil 
einer analytiscken Funktion gegeben ist, ikr imaginarer Teil bis auf 
eine additive Konstante bestimmt ist, so laBt sick unter gewissen Um- 
standen^) in dem Bereicke D eine Funktion so bestimmen, 

daB + iv^iuyv) eine analytiscke Funktion f^ix) ist; die will- 

kiirlicke Konstante wird durck die Bedingung bestimmt, daB, wenn 
f{x)y wakrend sick x in dem Bereicke C einem Punkte d von I nakert, 
eine bestimmte Grenze kat, fiipc), wakrend sick x unbegrenzt dem 
Punkte d im Bereicke D nakert, dieselbe Grenze kaben muB. 

Es sei z. B. <^ 2 ? • • • abzaklbare, auf einer gescklossenen 
Linie I tiberalL dickte Punktmenge, f{x) die analytiscke Funktion, die 
in dem Innengebiete G dieser Linie den aritkmetiscken Ausdruck: 

darstellt, wo die reelle Zaklen sind. Setzt man === aj^ + so 
hat man innerkalb C: 






folglick: 


. ^ V 




Setzen wir dann: 




( 5 /.) 


<piu,v,w) - 




1) Bekanntlicb kann man nickt zu jeder Funktion iii(u^v) eine ent- 
spreckende Funktion angeben; ist das aber moglich, so ist Vi(u^v) voll- 

standig bestimmt, me aus dem Texte erkellt. 
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tJber die Darstellung einer analytischeii Funktion 

SO liat (p(u^VyW) die verlangten Eigensckaften und kann folglicli dazu 
dieneHj die analytische Fortsetzung der Funktion f(x) auBerkalb der 
Linie I zu yerwirklichen. 


tiber die Darstellung einer analytischen Funktion^). 

347, Die Aufgabe, eine analjtiscbe Funktion darzustellen, laBt 
sick folgendermaBen ausdriicken: Gregeben ist eine analytiscbe Funk- 
tion /‘(^); der,en Existenzbereicb. 0 ist; man soil einen aritbinetiscben 
Ausdruck F(cc) finden^ der in alien Punkten des Bereicbs C denselben 
Wert bat wie f{x). 

Mittag-Leffler loste die Aufgabe durcb den nacb ibm benannten 
SatZ; freibch unter einigen Bescbrankungen binsicbtlich der Bescbaffen- 
heit des Bereicbs C oder^ was auf dasselbe binauskomnit^ binsichtlicb 
der Bescbaffenbeit der Menge der singularen Punkte. Granz allgemeine 
Losungen wurden dann TOn Runge, yon Hilbert, yon Painleye und 
neuerdings yon Mittag-Leffler selbst gegeben. 

348. Runge stellt zunacbst folgenden Satz auf: 

Ist P ein zusammenbangender oder nicbt zusammen- 
bangender Bereicb, Q ein yon P getrennter Bereich, f(x) 
eine analjtiscbe Funktion, deren Existenzbereicb P ent- 
balten moge, so lafit sicb eine rationale Funktion B(x) 
bilden, so daB \B(x)—f(x)\ in alien Punkten yon P, \B{x)\ 
aber in alien Punkten yon Q kleiner ist als eine yorgege- 
bene GrroBe <s. 

Es sei demnacb f(x) eine analytiscbe Funktion, die in einem 
gegebenen Bereicb C regular sein oder bocbstens polare Singularitaten 


1) Dell’ Agnola 2, 3, Borel 46, 50, 52, 55, 69, Bucca 87, Desaints 135, 
Faber 145, 146, 147, 544bis, Fredholm 159, Goursat 554, Hadamard 184, 
Hanni 556, 557, Hilbert 205, Kluyver 226, 227, 580, Laurent 242, Lean 245, 
Mittag-Leffler 307, 314, 318, 320, 321, 323, 324, 326, 327, 328, 602 bis, 603, 
Montessns de Ballore 605, Mortel 606, Osgood 341, Painlevd 346, 348, 
349, 350, 351, 352, 353, 354, Phragm^n 369, yon Pnzyna 622, Eadelfinger 
623, Renanx 425, 426, Bunge 435, Yitali 642, 643, 644, Yolterra 514, 
Wiman 654, 655. — Dell’ Agnola (3) hat eine Frage behandelt, die in 
gewissem Sinne die Umkehrung zu der Mittag-Lefflerschen bildet; er hat 

00 

namlich gezeigt, dafi sich, wenn eine Eeihe ^ aj, (x ) gegeben ist, wo die 

aJ^{x) Polynome bezeichnen, ein Stem (vgl. nnten Art. 352) mit dem Mittelpunkt 
im Anfangspunkt bestimmen laBt, in welchem die Eeihe konvergiert, und ein 
zweiter mit dem ersten konzentrischer Stern, der uber diesen jedoch nicht 
hinausreichen darf und die Eigenschaffc hat, daS die Reihe in jedem in ibm 
enthaltenen endlichen Bereiche gleichmaUig konyergiert. 
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haben moge. Wird der Bereicb G als endlicb vorausgesetzt (was die 
Allgemeinbeit durcbaus nicKt beeintraclitigt), so laBt sicb eine unend-* 
licbe Folge von Bereicben G^, • • • bilden^ die folgende Eigen- 

scbaften baben: 

a) Samtlicbe Bereicbe G^, G^, • • • liegen innerbalb (7; 

b) begt innerbalb sobald m dn:^ 

c) 1st ein Punkt x innerbalb G gegeben^ so laBt sicb eine Zabl n 
angeben^ die so groB iet^ daB G^ in seinem Innern x entbalt. 

Es konnen dann nacb dem soeben ausgesprocbenen Satze ratio- 
nale Punktionen: 

•• • 

gebUdet werden, welcbe die Eigenscbaft baben , daB (p^,(x) von f(x) 
innerbalb um weniger als i verscbieden ist. Alsdann stellt der 
aritbmeti s cbe Ausdr uck : 

00 

F{x) = cp^{x) + 2 [9»+i(a:) — = lim q>^(x) 

/i = l = “ 

die analytisebe Pnnktion f(x) im ganzen Bereicbe G dar. Es laBt 
sicb namlicb, wenn man in diesem Bereicbe einen Punkt x annimmt 
und eine GrroBe 6 willkiirlicb wablt^ eine Zabl n von der Art finden^ 

daB “< wird nnd x in dem Bereicbe C„ entbalten ist: x ist dann 
in jedem Bereicbe (7^ entbalten^ fur den h'^n ist, nnd man bat 
] f(x) — 1 < X ^ ^ ^ jedes folglicb ist: 

/•(a;) = lim 9;. (a;) 

h = <x) 

und scblieBlicb: 

fix) ^ Fix). 

349. Ein weiteres wicbtiges Ergebnis, das Range gewonnen bat, 
ist folgendes: Ist ein Bereicb C gegeben, welcber der einzigen 
Bedingung unterliegt, zusammenbangend zu sein, so gibt 
es stets analytisebe Punktionen, die (7 als Existenzbereicb 
besitzen. 

Zum Beweise bildet er auf passende Weise eine Summe unend- 
licb vieler rationaler Punktionen, die in jedem Bereicbe innerbalb G 
gleicbmaBig konvergent ist, und zeigt, daB fiir die diese Summe 
darsteUende analytisebe Pnnktion samtlicbe Punkte des TJmfanges 
von G wesentlicb singulars Punkte sind. 
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350. Painleye und Hilbert sind zu analogen Ergebnissen gelangt 
wie Runge. 

1st C ein endlicber Bereicb, welcber der einzigen Bedingung 
unterliegtj daB sein TJmfang aiis einem einzigen Stiicke bestebt^ f\x) 
eine in C regulare Funktion, so haben sie bewiesen, daB sick dann 
eine Eeibe von Polynomen finden laBt^ die in jedem Bereicbe inner- 
balb C gleicbmaBig konvergent ist und in samtlicben Punkten von 
C denselben Wert bat wie f{3c). 

Painleve bat aucb eine Darstellnng einer analytiscben Punktion 
inittels eines nnendlicben Prodnktes gegeben: 



wo die Lj^(x), Polynome^ die rationale Funktionen sind. 

Diese Darstellungen besitzen eine groBe Willkiirlicbkeit; anf der 
einen Seite bietet das einen Vorteil, weil man uber willkiirlicbe 
Elemente nacb eigenem Ermessen gemaB den Zwecken verfiigen kann^ 
die man verfolgt^ anf der andern einen Nacbteil; weil sie oft bindert, 
die cbarakteristiscben Eigenscbaften der dargestellten Fnnktion ans 
der Entwicklung selbst abziilesen. Weit geringer ist die Willkiirlicb- 
keit in den dnrcb den’ Satz von Mittag-Leffler vermittelten Entwick- 
Inngen^ weil sie sicb bier anf eine einzige nnbestimmte Fnnktion 
bescbrankt; die iiberall regnlar ist, wo es die gegebene Fnnktion 
selbst ist, nnd anfierdem in einer isolierten Menge ibrer singnlaren 
Pnnkte; zngleicb laBt die Entwicklung nicbt nnr eine (abzablbare) 
Unendlicbkeit singnlarer Pnnkte der Punktion, sondern ancb die anf 
diese Pnnkte beziiglicben Hanptteile der Punktion bervortreten. 

351. In seinen neneren Untersncbungen bemerkt Mittag-Leffler^ 
daB in der WeierstraBscben Punktionentbeorie ebenso wie bei den 
nblicben Problemen der Analysis (z. B. bei der Integration der gewobn- 
licben Differentialgleicbungen) eine analytiscbe Fnnktion dnrcb eins 
ibrer Elemente (Art. 157) oder, was dasselbe ist, dnrcb die Werte ge- 
geben ist, die sie selbst und alle ihre Ableitnngen in einem beliebigen 
Pnnkte ihres Existenzbereicbes annebmen, so daB es sicb'empfieblt, die 
Aufgabe, nm die es sicb bandelt, in folgender Weise zn formnlieren: 

Es ist eine Polge von GrroBen <Zq, %; • • * "^on der Art 

00 

gegeben, daB die Eeibe einen endlicben nnd von Null 

A = 0 

verscbiedenen Konvergenzradins besitzt; auBerdem ist ein 
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Punkt c gegeben; man soil einen aritbmetiscben Ausdruck 

CO 

finden, welcber die vom Element erzeugte ana- 

;/=:0 

lytiscbe Funktion in alien Pnnkten des groBten Bereicbs 
darstellt, in dem sie existiert nnd eindentig ist^). 

352 , Um die Anfgabe zn losen, miissen wir einige geometrische 
Betracbtnngen Yoransschicken. 

Man nebme in der Ebene der komplesen Variablen einen Punkt c; 
es werde dann auf jedem Yon c ausgebenden Strabl I ein Punkt 
gewabltj der you c um mebr als eine bestimmte GroBe B entfernt sein 
moge. Die GroBe \x^’— c \ laBt sieb dann als eine Funktion <30(2) des 
Ai’gumentes I des Strables I anseben. Die so fiir aUe Werte you A, 
die niebt kleiner als 0 und kleiner als 2 % sind, definierte Funktion 
cp{t) ist reell, positiY und eindentig; sie kann 00 zur oberen Grenze 
babeU; wabrend ibre untere Grenze ^ 6 ist. Ist umgekebrt eine 
Funktion you solcber Bescbaffenbeit gegeben^ so wird dadurcb auf 
jedem you c ausgebenden Strabl ein Punkt bestimmt. Man sagt, 
die Menge aller zwiscben c und liegenden Punkte der Yerscbiedenen 
Strablen I bilde einen Stern mit dem Mittelpunkt c. Die GroBe 
cp(X) beiBt die Abscisse des Sterns auf dem Strabl Yom Argumente A; 
die Punkte Xi sind die Ecken des Sterns. Es ist klar, daB ein Stern 
ein endlicber oder unendbcber zusammenbangender Teil der Ebene 
ist, der in seinem Innern seinen Mittelpunkt entbali 

Es bege ein Stem E mit dem Mittelpunkt c vor. ISTacb An- 
nabme einer ganzen positiYen Zabl n laBt sicb fiir einen bestimmten 
Strabl I eine GroBe r wablen, die so Hein ist, daB jeder Kreis Yom 
Radius r, dessen Mittelpunkt auf I begt und you c um niebt mebr 
als {n — l)r entfernt ist, in E begt^). Die Menge aller fiir einen be- 
stimmten Strabl zulassigen Werte you r bat eine obere Grenze q 
(die eine Funktion Yon n und A ist). Bestimmen wir dann auf jedem 
Strabl I den you c um entfernten Punkt d === c + so er- 

balten wir einen neuen Stern, den wir mit E^ bezeiebnen wollen. 

Wablt man im besondem so muB r derartig sein, daB 

der Kreis Yom Radius r um e in E entbalten ist; p ist dann die 

1) Wabrend wir bisber gesagt baben, ein aritbmetiseber Ansdruck werde 
dnreb eine analytisebe Funktion dargestellt, werden wir von nun an, nna nns 
mit den Mittag-Lefflerscben Sebriften in Einklang zn setzen, umgekebrt sagen, 
der Ansdruck s telle die analytisebe Funktion dar. Es liegt dabei ja nur eine 
Wortfrage vor, welcbe das Wesen der Sacbe keineswegs beriibrt. 

0 

2) Es wiirde geniigen, fiir alle Radien r = — zu nebmen. 
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obere Grenze der Radien der in E enthaltenen Kreise um c oder 
aucb die untere Grenze von <p{l) und desbalb unabbangig von so 
daB ein Kreis vom Radius q nm c ist. 

Es laBt sicb zeigen, daB E^ fur jedes n in entbalten ist. 

Zerlegen wir namlicb die Strecke cd in n gleicbe Teile 

(^ + 1) gleicbe Teile Pi 1^2? * * ';» Pn^p liegt jeder 
Eieis mit dem Radius ^ q um einen beliebigen Punkt von 

innerbalb irgend eines Kreises mit dem Radius q um einen passenden 
Punkt von und somit innerbalb E'^). Daraus folgt^ daB die 

der Zabl n-\-l entsprecbende GroBe r niemals kleiner ist als - - " j q ; 

dasselbe laBt sicb mitbin von ibrer oberen Grenze bebaupten, die 
wir fur den Augenblick mit q bezeicbnen wollen. Man bat also: 

{n + l)p 

womit die Bebauptung erwiesen ist. 

Endlicb sind alle E^ in E entbalten. Da namlicb der Ereis um 
c + {n — l)re’^ mit dem Radius r vollstandig in E entbalten sein 
muB, so wird aucb der zu ibm gebdrige Punkt c + nre'^ in E liegen^ 
folglicb liegt der Punkt c welcber die Grenzlage dieses 

Punktes fiir lim r = q ist, innerbalb E oder auf der Grenze von E. 

Aus dem Sterne konnen wir n weitere Sterne E^^^ E^^p "^p^nn 
ableiten, indem wir an Stelle von q beziebentlicb die GroBen: 

Qi = Qi = ■ ■ ■> = 

treten lassen, in denen a eine positive GroBe bedeutet, die kleiner als 
1 ist und von n abbangen kann. Es leucbtet ein, daB alle diese 
Sterne in E^ entbalten sind und daB weiterbin E^^^ ent- 

balten ist. 

353. Wir nebmen jetzt an, ein Stern E mit dem Mittelpunkt c 
entbalte in seinem Innern einen gegebenen endlicben Bereicb G. Wir 
woUen einen endlicben Stern A um c bilden, der innerbalb E liegt 
und in seinem Innern C entbalt. 


1) Fiir die Punkte von ccc^_^ ist das einleucbtend. Was die Punkte von 
l*®trifft, so geniigt die Bemerkung, daB, da: 

^n-lrn W + 1/ n(w-}-l) n + i 

ist, der kleinste Abstand der Punkte von von der Kreislinie um 

mit dem Radius g niemals kleiner ist als — g . 

Vivaati, Theorie der eindeutigen analytischen I'unktionen. 23 
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Es ist wolil nutzlicli, daraa zu erinneriL^ da6 ein BereicL. M 
innerlialb eines andren N gelegen heifit, wenn sich. eine positive 
GroBe d von der Art angeben laBt, daB alle Punkte jeder am einen 
beliebigen Punkt von M. mit dem Radius d gezogenen Kreislinie dem 
Bereicbe N oder dessen Umfange angeboren. 

Es sei D der Stern nm c, der dem Bereicbe 0 nmscbrieben 
sein mdge, d. b. dessen Abscisse auf jedem bebebigen Strabl die obere 
Grenze der Abstande von c der G angebdrenden Punkte dieses Strables 
sei^); er ist offenbar endlicb. Da G innerbalb E liegt, so laBt sicb 
eine GroBe d angeben, die in Hinsicbt auf die Bereicbe C, E die 
soeben angedeutete Eigenscbaft besitzt. Es sei auBerdem 9c? (A) die 
Abscisse des Sternes D auf dem Strabl I mit dem Argument 2, d der 
Endpunkt dieser Abscisse, B die obere Grenze von <p{l) (die eine 
endlicbe GroBe ist), S der Radius eines Kreises urn c, der vollstandig 
in E entbalten sein moge. Der Kreis mit dem Radius d um d liegt 
vollstandig in Ej mitbin laBt sicb dasselbe aus Abnlicbkeitsgrunden 
von dem Kreise um einen beliebigen Punkt x der Strecke cd mit 
dem Radius: 


sagen. 

Man bescbreibe nun um x einen Kreis mit dem Radius /r^, wo: 


Jc 


S 



1 st k ^\x — c\, so ist dieser Kreis in dem vorbergebenden und 
folglicb in E entbalten. Ist ]c'> \ x — o\y so folgt: 


x~e\ + ^<S, 


woraus erbellt, daB der betreffende Kreis innerbalb des Kreises um c 
mit dem Radius S und folglicb in E entbalten ist. 

Beacbtet man, daB die GroBe ^ nicbt nur von dem Punkte 
sondem aucb von dem Strabl I unabbangig ist, so kann man be- 
baupten, daB ein Kreis mit dem Radius £ = — um jeden beliebigen 

Punkt von D in E entbalten ist, woraus folgt, daB D innerbalb E 
gelegen ist 


1 ) Enthalt ein Strahl keinen Punkt von 0, so kann man als beziigliehe 
Abscisse eine beliebige GrOfie Oc^B annelomen. 
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Wex-den alle Abscissen von D in dem Verhaltnis ^ 

groBert, so erbalt man einen endlichen Stern A, der gleichfalls inner- 
halb jE liegt. Es ist namlich: 

= 9(A) + |.2|) < 9(A) + ja, 

SO daB jeder Kreis mit dem Radius um irgend einen Punkt von 
A m E enthalten ist. 

Ist so der Stern A konstruiert^ so konnen wir eine Zabl n von 
der Art finden, daB fiir jedes li'> n der Stern A^^ (d. h derjenige, 
der aus A gerade so hergeleitet wird wie Ej^ aus E') C enthalt. Es 
sei 7] die GroBe, die in bezug auf die Bereicke G, A die Eigenschaft 
der oben definierten GroBe d besitzt^ T der Radius eines Kreises um 
der in seinem Innern C entkalt. JSTennt man e den Endpunkt der 
Abscisse von D auf dem StraH I und teiit man ce in n gleicke Teile 
7 yn-i^y muB;, wenn die Abscisse von A^ groBer als 
ce sein soil, jeder Kreis mit dem Radius um irgend einen Punkt 
von in A entkalten sein. Sicker findet dies statt, wenn die 

Strecke cy^ oder --ce die GroBe t] nickt libersteigt, oder wenn: 



und um so mekr, wenn: 



ist. 

Da dann A^ fur jedes h' > h in Aj^, enthalten ist, so laBt sick 
scklieBen, daB Aj^ filr jedes h'^n den Bereick C enthalt. 

Nimmt man scklieBlich fur cc eine solcke Funktion von n, daB 
sick der 1 nahert, wenn n unbesckrankt zunimmt, so laBt sick ein 
derartiger Wert von n finden, daB fiir jedes li > n den Bereick G 
enthalt. 

354. Nack diesen Yorbemerkungen kekren wir zur Hauptaufgabe 
des Art. 351 zuriick. 

Wir werden als den einem Elemente einer analytischen 

Funktion zugekorigen Stern denjenigen bezeicknen, der c als Mittel- 
punkt, die untere Grenze. der Abstande von c der dem Existenzbereicke 
der Funktion nickt angekorenden Punkte eines Strakles als Abscisse 
auf diesem Strahl hat. Die Ecken des Sterns sind offenbar singulare 
Punkte der Funktion. 


23 
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Es sei jE der dem gegebenen Elemente zugeborige Stern, 0 eiu 
in E enthaltener endlicber Bereicbj man bilde nacb dem auseinander- 
gesetzten Yerfabren den entsprecbenden Stem A nnd bestimme n in 
der Weise, daB fxir jedes h>n den Bereicb 0 entbalt. Wir be- 
zeicbnen mit g die obere Grrenze des absolnten Betrages Yon f(x) in 
A (den Umfang einbegriffen) nnd setzen: 

1st X ein Pnnkt von 0, q die bereits mit diesem Bucbstaben 
bezeicbnete GrroBe ftir den Radius cx und fur die Zabl so gebort 
jeder Punbt z, fiir den: 

1 ^ - Vn-l I ^ P 

ist, A an. Da namlicb x innerbalb A^ Regt, so ist — 
folglicb — d| < (>2 — l)p, so daB den aufgestellten Definitionen 

gemaB jeder Punkt irgend eiaes Kreises mit dem Radius q und dem 
Mittelpunkt auf cy^_^ dem Stern A angeboren muB. Daraus folgt, daB 
der Konvergenzradius der in bezug auf den Punkt transformieifen 
Reibe: 

CO 

( 1 ) f{z) = 2 ip - 

7ti= 0 ^ ' 

groBer ist als q, woraus sicb ergibt (Art. 128): 

Da (T aucb A^^^ angebort, so bat man = und folglicb: 

( 2 ) ^ i {y„-i) y’'^ 1 ^ 9 [j)''' = 9 • 

Wir bescbreiben nun um den Punkt ®iuen Kreis mit dem 
Radius und einen mit dem Radius p; sei irgend ein Punkt des 
ersten Ebeises, ^ ein Punkt, der von 0 ^ um nicbt mebr als Q — Qi 
entfernt ist, also innerbalb des zweiten Kreises liegt. In Formeln 
ausgedi'uckt, beiBt das: 

\^l-yn-2\£Qu < (> - Pi? k-2/„_2l£p- 

Da der Kreis um mit dem Radius q vollstandig in A ent- 
balten ist, so ist aucb der Kreis mit dem Radius q — um 0 ^ in A 
vollstandig entbalten. Der Konvergenzradius des dem Punkte % zu- 
geborigen Elementes ist also > p — Pi, und die Reibe: 



Tiber die Darstellung einer analytiscben PuBktion. 


357 


konvergiert. Es folgt wie oben: 

imd nacb Multiplikation mit | % — 2/»-2 P" ^ 

(3) ^ i (^x - yn-.> I < ^ 

Andrerseits ist: 

CO 

/ia = 0 ^ * 

und mitbin: 

CO 

(4) K - yn-2f^='2 (^i - 
woraiis mit Riicksicbt auf (3) folgt: 

Nun ist l2/| < Pa = «Pi, "weil x innerlialb mithin ist: 

ftTTv I I ^ y 

Fahren wir so fort^ so konnen wir 3, 4, •••; n HilfsTariabeln 
einfubren; balten wir uns aa den letzten Fall und bezeicbnen wir 
die Yariabeln mit: 

^2> ' * ’? ^n-2J ^n-l> 

SO sind diese an die Bedingnngen gebtinden: 

l^n-l “^i ^9n-i k»-2 ^Qn-2 “ Qn-l7 ‘ 

kl — ^2 I ^ (>1 — ^>2 ; ^i\£Q - QlJ 

und wir gelangen scbliefilicb zu der Beziebung: 

^ ■■ „ + + +^^n)((^ yh + ^2-^ +^« I < 


g cc^i . a^i+^2 ‘ - a!^i-^^2+ ••+*«- 2 ^ ” ^«^i+^2 + -' +*w. 


1) Wenn nur zwei Yariabeln z eingefuhrt werden, dann setzt man 
I j werden ihrer drei eingefiilirt, so setzt man | ^2“”y?i-3l^^2 

bei n Yariabeln muB man schliefilicli | ^ | ^ 9n~i setzen. 
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355. Die Entwicklung (1) des rorigeu Artikels gilt fiir jedes 2 
Ton der Art^ daB \z — 1 < q ist. Ifmi ist: 

und i^l weil ^ in liegt; folglich darf man in Art. 354,(1) 
0 = X setzen. Man hat dann: 




,h. 


Ai=0 


Setzen wir: 

CO 

7li=7fti+l ^ 

wo eine spater zu bestimmende Zabl ist, so erbalten wir: 


/'(«) = 2 2/'“ + *1 ; 
7^1=0 

femer wegen (2) Art. 354: 

CO 


hi—rrii+l 


Setzen wir nun in (4) Art, 354 % = was zulassig ist, weil: 
\yn-i — %-i\ = \y\^9> u 


' 1 + 


SO erhalten wir: 

hf'^\yn-^) y'“ = 2 y^‘' 

7*2 = 0 

und, wenn wir von = 0 bis \ ^ summieren: 

mi CO 

2 ^ O/n-l) 2 /'^ = 2 2 
Ai=0 ^ 7*1=0 7*2 = 0 ^ 

1st dann: 


4-7*2 


77*1 00 


2 2 

Aj=0 A2 = »K24-1 ® 

WO ^2 wiederum eine spater zu bestimmende Zabl bezeieknet, so 
ergibt sick: 
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ferner wegen (5) Art. 354: 

CP 


m-i CO 


//] = 0 //2 = 77<j, + 1 


= «7- 


0 ll^ — 7^2; 1 




„ 1 

(1 

U — J a’^ + 1 ' 

U— J 


1- 

- cc 

1 j 


+ 1 


1 — a 


Pahren wir in derselben Weise fort, so werden wir finden: 
(1) f(x) ^ ^ fet/i,!.. h\ X 

/ A A T. ~n ■>■ « 

/a; — c\^'i + ‘* 


A-j^ = 0/i2 = 0 ^■'^=0 

X + ^^2 + • • + ^c) ^ 


+ +■■• + £„ 7 


wo: 


a'*' 

I I ^ Vl — CiJ Vi — 

I Xtl— I Ci X — cc 




1 — cc 


X 


X 


■ /I — G;Y^l‘*"n F-i A — a:\w2 + l“] /I — ccX _ 1 + 1“| ^ 

JL J" L “v"^y 


BeacPtet man, da6: 

+ (^ — ■ 1) ^2 + • • * + + 1 = 

= 1 + + (m^ + ^>^2) 4" (^1 + ^2 4“ '^^h) + * • • 4“ (^^1 4" ^>^2 d 1“ 

so laBt sicP diese Beziehung folgendermaBen schreiben: 


jLl — l 1 


/ 1 — a W. + 1 


* = l 1 - 


1 — a 


X 


u + l — k 


X 


1 — ^ (1 ~ af'l (1 (1 _ -1 


356, Es wnrde oben angenommen, die GroBe cc liege zwischen 
0 nnd 1 und sie hange derart Yon n ab, daB lim a” = 1 wird. Diesen 
Bedingungen geniigt der Ausdruck; 
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wo G 3 {n) eine stets positive, zugleicli mit n unbescliraiikt zunehmende 
GroBe ist. Man bat dann (Art. 145,(3)): 


Oder anch: 


cc > 1 


1 

ncoin)^ 


1 - 


a < 


1 

ncaivi)^ 


ferner, wenn X eine ganze positive, n nicbt iibersteigende Zahl be- 
zeichnet: 

i 1 

^ gnco(n) < gO)(n). 


bieraus folgt fiir 


und somit: 


1 — a 


< 


+ n(o{n) 


1 


n 


1 — cc 


> 


1 -]/u-l 


1 

ncD{n) 


> 


ncD(n) 




Der letzte Ausdmck bat 1 als Grenze fur lim7^ = oo^); folglicb 
laBt sicb nacb Annabme einer beliebigen GroBe r > 1 eine Zabl n 
so angeben, daB: 


^-1 

n 


1 — cc ~ 


> 


1) Setzt man in Anm. 1 S 261: 


1 \ n 


Ic — j S — I 1 z r 

n \ nco{n) 

1 

so erffibt sicb, wenn man der Knrze halber die GroBe — dnrcb 6 

^ noo{n) 

bezeicbnet: 


worans folgt: 




(1 — 6)”>i — we = i — 

G)(n) 


die letzte GrOBe bat aber ersicbtlicb 1 als Grenze fiir limw = oo, folglicb findet 
dasselbe fur (1 — 6)” statt. 
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Andrerseits ist; 


'l-(- 


1 — cc 
u+l—kj 


folglich: 

I I < 1 _ „ 

Setzen wir: 

SO konnen wir schreiben: 

1^ I < + . . . a”'l + "'2+” + = 


1 = 3 

Es mogen nunmebr die Zablen m in passender Weise gewahlt 
werden. Setzt man der Kiirze halber: 

nG}(n) == Vy 

so daB: 

1 

a^e ^ , /3 , 




so ergibt sick (Art. 145,(1)): 


6^-l>~, 

V ^ 


folglicli: 


|3 < V. 

Wir woUen nun die m so waWen, daB: 

Wi^2vlgi/, m^^Wivlgv, 

«*! + JW 2 d h Igv (i = 3, 4, • • •, fi) 

wird. BeacMet man, daB «< 1, so ist dann: 

a“i/3 < a2’'^8’'v = 

^ (■g-lgrj,yni ^ X, 

und somit: 

I, |<£r = ^ ( 1 2,...,n), 

I *i“ I = V na>{n) ’ ’ 
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woraus folgt: 

I 4- H • 

Da G)(n) unbegrenzt wachst, so konnen wir eine solcke Zakl N 
anneliinen^ dafi^ wean <5 eine beliebig gewablte positiye GroBe ist^ far 

jedes n^N sick < 6 ergibt. Man setze dann: 

wo an Stelle von Jh, \ aUe Systeme von ganzen and nicht 

negativen Zablen treten miissen, welcbe den Beziebungen: 

111 ‘ ^ ^ = ^ 2 ; ‘ ‘ ^ 
gentigen; femer: 

9n(^) =2 ~ ^y‘ ^2 - cf. 

h h 

Vergleicht man mit (1) Art. 355 ^ so ersiebt man, dafi sicb eine 
Zabl N von der Art angeben laBt, daB fiir jedes dein 

ganzen Bereicbe C ist: 

( 1 ) 

Es ist zu beacbten, daB die Koeffizienten und die 
Zablen von den Konstanten dem Punkte c und dem 
Bereicbe C durcbaus unabbangig sind. 

Setzen wir scbliefibcb: 

W = 9oi^) = 

= 9k{^) - 9k-i(.^) “ 1; 2, • • ■), 

woraus folgt: 

n 

( 2 ) 

h-Q 

so darf man acbreiben: 

CO 

(3) 

/i = 0 

Die Reibe auf der recbten Seite ist in dem Bereicbe 0 gleicb- 
mafiig konvergent; man erbalt namlicb aus (1), (2) fiir alle Punkte 
des Bereicbes G und fiir jedes wenn jp eine beliebige positive 

Zabl ist: 
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A = 0 


also: 




ft i-p 


<<?, 


und endlich: 


n±p 


2 

= n + 1 

CO 

2 


A = n + 1 


< 20 


< 20 . 


Das in (3) enthaltene Ergebnis laBt sich so ausdriicben: 

CO 

1st 2 der dem Elemente — zugehorige Stern^ 

A = 0 

so laBt sick die von diesem Elemente erzeugte analytiscte 
Funktion in dem ganzen Sterne 2 mittels einer Reike von 
Polynomen: 

CO 

( 4 ) 2! 

w = 0 


darstellen, die in jedem beliebigen, innerhalb E gelegenen 
Bereiche gleichm *aBig konvergiert. Die Polynome Gr^i^) 
kaben die Form: 

h 

WO die Koeffizienten von c und von den a unabkangig 
und lediglick von den Zaklen n, li abkangig sind. 

Die Koeffizienten konnen wie die unendlick viele von- 
einander versckiedene Formen annekmen. Zwiscken beiden Koeffi- 
zientensystemen besteken folgende Beziekungen: 

Die Formel (1) laBt sick auck sckreiben: 
f(x) = 

W= CO 


Als Zaklen kann man insbesondere die folgenden^) annekmen: 


man kat dann: 




1) Es lafit sick okne Sck-wierigkeit zeigen, daB diese Zahlen die den 
oben auferlegten Bedingnngen erfdUen. 
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® «*) {~~r. 

wo: 

= /ij 4“ ^^2 +■ * * * + \* 

Man kann aucli iLinzufugeii: Die Reihe (4) kann in keinem 
irgend eine Ecke you JE enttaltenden zusammenhangendeiL 
Bereiciie gleichmaBig konyergent sein, weil sie dann in diesem 
Bereicke die Punktion f{x) darstellen wiirde (Art. 192), wahrend dock 
die Ecken Ton U fur diese singnlare Punfcte sind. 

Wir kemerken schlieBliek, dafi ans den kesonderen Annakmen: 

= = = C = 0 

lolgt: 

so daB unter diesen Annalimeii (3), wo: 

h 

ist, die Entwicklung der Funktion ^ in eine Reike von Polynomen 

liefert, die in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Punkte der Strecke 
1 • • • C50 der reellen Achse konyergiert und in jedem Bereiche gleich- 
maBig konyergiert, der weder in seinem Innem nock auf seinem 
XTmfange irgend einen Punkt dieser Strecke entkalt. 

357* Gegeben seien oo” Funktionen: 

^hh- -K = 0; 1; ■ • = I, 2, • • •, h) 

einer Variabeln x. Sind die Reihen: 


( 1 ) 


.. 

= 0 

=/v 

00 

^n~l = ^ 

-1 

00 

^2 = 0 

= 4, 

00 

2 fh 

;/i = o 

= /■ 
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fur X — Xq samtlictL konyergent, so sagt man: 

(.) ... 

sei eine n-facli unendliclie, ftir x = x^ konyergente Reihe. 
Sind die Reihen (1) in einem bestimmten Bereiche G gleickmaBig 
konyergent, so sagt man, (2) sei eine ^-fach unendlicke, in dem 
Bereicke C gleichmaBig konyergente Reike. 

Nunmekr darf man bekaupten, dafi sick die Darstellung yon f(x) 
mittels eines solcken Ausdruckes wie (5) des Art. 356, in dem eben- 
sowokl die Anzakl der zu berecknenden Summen wie die Anzakl der 
Glieder jeder einzelnen Summe unendlick ist, durck eine andre er- 
setzen laBt, in welcker die Anzakl der Summen endlick ist. 

Man beackte zu diesem Zwecke, daB (1) Art. 354 und die daraus 
keryorgekenden Formeln auck dann nock gelten, wenn man in iknen 
an Stelle yon y^-x setzt, wo yb irgend eine Zakl bedeutet, die 
kleiner als n ist. Hieraus ergibt sick leickt, daB: 

CO * 

in C gleickmaBig konyergent ist, und folglick (s. Art. 165), daB es 
auck die Reike: 

00 

*1 = 0 ^ * 

ist, welches auck Ag folgenden Reihen in C 

gleickmaBig konyergent: 

CO 

*1 = 0 
00 

mvn-d 

*2 = 0 


. 00 

y:‘(*^ + *o+ ^ ^(*1 + ^2+ ’ + , 

d. k.: Die n-fack unendliche, in G gleickmaBig konyergente Reike: 


( 3 ) 


*1 = 0 = 
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wo ar ist, stellt fiir den zu Anfang des Art. 354 bestimmten 

Wert YOn n imd fiir alle grofiereii Werte desselben in C die Fnnktion 
f{x) dar. 

1st C in dem Konyergenzkreise der Reibe: 

00 

( 4 ) 2 ~ ^y‘ 

h=0 

entbalten^ so darf man n — 1 nehmen^ nnd (3) reduziert sicb anf (4). 


358. Wir nebmen jetzt die Bezeicbnungen des Art. 354 wieder 
anf nnd setzen: 


X — c 

y M y 


\y\=r, y,^ = c + li-~- 




Um die Punkte c,y^,y^j ' bescbreiben wir n Kreise init 

dem Radius H sei der von diesen Kreisen bedeckte Teil der Ebene. 
1st die Reibe (3) des Yorigen Artikels in dem Punkte x konyergent^ 
so sollenj nacb dem in diesem Artikel Gesagten^ die Reiben fiir die 
Funktionen f(po), ^sw. und ibre Ableitungen fiir \y\ = r samt- 

licb konyergieren; da diese aber nicbts anderes sind als die aus dem 
gegebenen Elemente transformierten Reiben, so folgt bieraus, dab der 
Existenzbereicb der yon dem gegebenen Elemente erzeugten analy- 
tiscben Fnnktion den Bereicb S entbalt, oder aucb, da6 (3) in jedem 
innerbalb H liegenden Bereicbe gleicbmafiig konyergiert. 

Wir greifen nun einen Punkt x' der Strecke cx berans, setzen: 


y = 


X — c 


\y I 


r I 7 ^ ^ 


{h = 0, 1, 2, • • •, M - 1) 


und bilden den zu H analogen Bereicb JS', Nebmen wir zunacbst 
an, es liege S' fiir jedes x' innerbalb H. Bestimmt man dann auf 
jedem Strabl die obere Grenze x der Punkte, fiir welcbe (3) konyer- 
giert, und bildet den entsprecbenden Bereicb S, so bat der yon samt- 
licben Bereicben S bedeckte Teil der Ebene, der nicbts andres ist 
als der Stern die Eigenscbaft, dab (3) innerbalb dieses und nur 
innerbalb dieses gleicbmabig konyergent ist. Im entgegengesetzten 
Falle labt sicb das nicbt obne weiteres bebaupten. 

Nun labt sicb zeigen, dab der erste Fall immer fiir n == 1, 2, 3, 
aber nicbt immer fiir ^ > 3 statthat. 

Fiir n=- 1 ist die Bebauptung einleucbtend, weil ja H und H' 
zwei konzentriscbe Kreise um c mit den Radien r und r <Cr sind. 

Fill' n = 2 ist der erste der Kreise, die H' erzeugen, konzen- 
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triscli mit dem ersten der Kreise, die H erzeugen, und innerlialb des- 
selben gelegen; der zweite beriihrt den zweiten von innen (in c)y 
folglicb liegt H' innerbalb H. 

Wir setzen nnn w > 2 voraus. Bezeiclinen iq kartesiscbe Koordi- 
naten^ deren Ursprung c und deren |-Aebse cx sein mogen^ so sind 
die Koordinaten der Schnittpunkte der um Vh^i 

Radius r gezogenen Kreise: 

{h = 0,l,2,---,n-2), v = ±^r, 
und die Entfernung des Punktes von diesen Punkten ist: 

= YO^h + l)r^ - (2Ji + l)(n - ijrr + (n ~ l^r'K 

Der Bereicb H' liegt also immer und nur dann innerhalb 
wenn 6^^ > / fiir jedes li ist. Nun bat man: 

(1) a, 2 - = Qi^ + h + 1)^2 - {2h + l){n - l)rr + n(^n - 2)/l 

Die Diskriminante der recbten Seite ist: 

= {^h + Vf{n - ly - 4(A2 + h + l)n(^^ - 2) = 

= (27^+ l)2-3<n-2); 

ibren groBten Wert nimmt sie ersicbtlicb fiir ]i = n — 2 an und es ist: 

^n -2 = (2^ ~ ~~ — 2) ^ — 6n + 9 = (n — 3)^, 

woraus sicb z/^_2 = 0 fiir == 3 und -^^_2 > 0 fiir > 3 ergibt. 
Beacbtet man, daB die recbte Seite von (1) z. B. fiir r = 1, / = 0 
positiv ist, so darf man scblieBen, daB sie fiir n = 5 stets positiv ist, 
wabrend sie fiir n > 3 verscbiedene Vorzeicben annebmen kann^). 

Es laBt sicb aber in jedem Falle eine zu (3) des vorigen Artikels 
analoge Reibe bilden, fiir die ein solcber Bereicb esistiert, daB die 
Reibe nur innerbalb desselben gleicbmaBig konvergiert. 

Ist I ein von c ausgebender Strabl, so beschreiben wir mit den 
Radien r^, r^, r^, ■ • •, n Kreislinien y,,, y^, y^, ■ ■ •, deren 

Mittelpunkte c, • • •, dem Strahl I angekoren, nnd die 

folgenden Bedingungen geniigen: 

Die Ejreislinie gebt durcb ri^'^ 


1) Man kann auch beweisen, daB dies wirklicb fiir / <r gescbiebt. 
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Die Eieislinie gett durcli Cj 
Die Kreisliaie (li — 2, 3, • • — 1) geht durch 

Die Sclinittpimkte von yj^ und (/^ == 2, 3, • • •, n — 1) sind 
die Beriiliningspuiikte der von c ans an y^^ gezogenen Tangenten. 

Nennen wir den Winkel, welclien der Strahl I mit jeder der 
von c aus an die Kreislinie gezogenen Tangenten bildet, so er- 
geben die aufgestellten Bedingungen: 



1 - (^1 


+ ^2 + • • • + ^4 = (n + »'2 -I 1- ^•a) sin Ka. 


woraus folgt: 


(1) 


JA_ == sin “A 

n-1 sincii_i(l — ainaj) 


daraus leitefc man nnschwer ab: 


1 


2 sin : 



“a) 


1 


(2) sincc^ = — isin^a:^^i+^ smcc^_^y8 + sin^o';^_i 

3, ^-1). 

Mittels dieser Pormeln lassen sick^ wenn entweder oder die 

Snmme 5 = r 3 L + ^ 2 H + iA- Abstand des zweiten 

Scknittpnnktes x des letzten Kreises mit dem StraM I von c) gegeben 
ist; samtlicbe Radien r imd samtlicbe Winkel cc bestimmen. 

Da sick aus (2) ccg = — ergibt und alle folgenden Winkel ersickt- 
lick kleiner sind, so folgt fur h>l: 
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wo das Gleichlieitszeiclien nur fur = 2 gilt. Man ersieKt ferner aus (2), 
daB die Wiiikel a yon dem Werte yon s unabhangig sind. Nimmt man 
also anstatt s einen anderen Wert s <Cs, so erhalt man eine in bezug auf 
den Mittelpunkt c zur ersten ahnlicbe und ahnlicb gelegene (komothe- 
tiscbe) Figur; und da die Radien Tj^ bei wacbsendem li abnehmen, so 
siebt man leicbt, daB die zweite Figur stets innerhalb der ersten liegt. 

Es sei nun q die obere Grenze der Werte yon fiir welcbe die 
Gesamtbeit der gezeicbneten Kreise dem Sterne E angebort; tragen 
wir auf dem Strahl I die Streeke ab, deren Lange durcb den Wert 
des Ausdrucks: 

fiir ^0 gegebeii ist, und wiederbolen wir diese Konstruktion fur 
alle von c ausgebenden Strablen, so erhalten wir einen Stern ^ den 
wir mit bezeicbnen wollen. In bezug auf diesen Stern besitzt 

n 

die ^-facb unendlicbe Reibe: 


X (Vn-l — - c)*" 

die verlangte Eigenscbaft obne Ausnabme. 
kTun folgt aus (1): 


in^ /V. . = 


sm^ a- 


2 sin 


'h-l I — sin a,. 


und somit; 




sin ccfi 


2 sin sin ccj^ _ ^ (1 — sin ’ 

daraus ergibt sicb wegen (1): 




2 sin a. 


und durcb wiederbolte Anwendung dieser Formel: 


(4) 


AuBerdem ist: 


folglicb wegen (4): 

(5) 


s = r 


s = r, 


2 * sm Kj 

l4-sinoi„_i 
-1 sma„_i ■ 

2sin2oi„ . 


Vivanti, Theorie der emdeutigen analytischen Funktioneu. 


24 
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Andrerseits ist: 


* = {Vn~l - Vn-i) + '-«-l = C H- 

= C + (r^ + J-J H h 

folglicli: 

■and wegen (4), (5): 

h ih-i ^ ^ (1 -|- sin j^) sin 

Ans (3) wird also: 

CO CO 

A. =0 A„ = 0 


v+ ■■+'>») (jCj (x - 


sr Gleichungen 

sin = 1 , 

1 /l\^l+^2 

ih \\h^\\2) 

; 

i W ’ 


/ sinX-i 


h„l Vl + siiia„_i 

] 

\ A] +h / 2 \ 



Vsin J 


X 


Vsui%+i-i/ Vsinoig/ ^ 


359. Der Unterscliied zwischen dem Ansdruck (5) des Art. 350 
•and dem Ansdruck (3) des Art. 358 besteht darin^ daB der erstere 
als EonTergenzstern den Stem E besitzt, wahrend der andre als 
solcben hat. 

n 

Wachst n unbeschrankt; so fallt schlieBlich der Stern mit E 
zusammen. ^ 

Bezeichnen wir mit 8^(a)\c) den Ansdruck (3) des vorigen Artikels^ 
so hat der Ansdruck: 

lim S'^CiBlc) 

rt= 00 


E zum EonTergenzstern. 
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Man erhalt aber an Stelle einer abzahlbaren Folge von Ans- 
driicken iind entsprecbenden Sternen eine stetige Folge, wenn man 
den veranderlicben Stern anstatt von der diskontimiierlicken Variabeln 
n von einer stetigen Variabeln a abkangen laBt. 

Indem man von einer passend gew'ahlten Funktion (p(u\cc) ans- 
geht, welche die erzeugende Funktion genannt wird, konstruiert 
man innerbalb JE anf eine bier nicbt naber zn bescbreibende Weise 
einen Stem E^j so daB E^ fiir limci; ==0 m E iibergebt. Die Reibe: 


S„(a;le) = fflo + 2 

71 = 1 

- c) + a; - c)' + 


wo: 




Un-l) 


= 1, 2, •••; r = l, 2, •••, w) 


ist tmd die; 


n — r 


positive Konstanten sind, die ledigbcb von der erzeugenden Funktion 
abbangen, besitzt E^ als Konvergenzstern und stellt innerbalb des- 
selben die Funktion f{x) dar; der Ausdruck: 


dim S^(x I c) 
<2 = 0 


aber besitzt E als Konvergenzstern und stellt f(x) in alien Punkten 
desselben dar. 

Kinamt man beispiels weise, wie Fredbolm vorscblagt, als er- 
zeugende Funktion: 


(f (u\ a) = 


ig [1 — (1 — «) 

Igcc 


so findet man die Reibe: 


2^=^’ [wi. {^T ‘ + ». ' 


WO if = — Iga ist und die durcb die rekurrierenden Beziebungen: 

;L(A -f 1) (A -h ^ 1) = -f + ••• + eia 


bestimmt sind. 


24 
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360, Borel tat fiir den Satz von Mittag-LejBfler einen hochst 
einfacten, anf die Riingesclien Ergebnisse gegriindeten Beweis geliefert. 
Wir legen itn tier knrz dar, indem wir nns allerdings statt der 
krummlinigen Integrale der Mittelwerte bedienen. 

Wir setzen der Einfacbbeit wegen voraus, der gegebene Bereicb 

CO 

entbalte den Anfangspunkt^ nnd das Element analytiscben 

// = 0 

Funktion f(x) babe einen Konvergenzradius ^ > 1. -Ist so ist 

fiir aUe Pnnkte x innerbalb des Ereises mit dem Radius q' um den 
Anfangspunkt (Art. 131): 

f{x) = . 

‘ ^ ^ Q — X ^ X 

q' 

ISTehmen wir an, wir batten nacb Ranges (oder Painleves) Ver- 
fabren eine Entwicklung von ^ in eine Reibe von Polynomen: 




n — 1 


erbalten, so ist: 





n = 1 m = 0 


CO 

Die Entwicklung ^ P^{x) ist in der ganzen Ebene.mit Aus- 

n = l 

nabme der Strecke 1 • • • cx) der reeUen Acbse konvergent und in jedem 
Bereicbe, der innerbalb ibres Konvergenzbereicbes liegt, gleicbmafiig 
konvergent. Daraus folgt (Art. 126): 


CO 

= 1 Wt = 0 ^ 

und endlich (Art. 128); 

® m„ 

/■(«)= 2 .S’ 

w = 1 Ttt = 0 

diese Entwicklung ist in jedem Bereicbe gleichmaBig konvergent, der 
innerbalb des dem gegebenen Elemente der Funktion /(^r) . entsprecben- 
den Sternes liegt, so daB sie (Art. 192) f(x) in dem ganzen Sterne 
darstellt. 
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361 . Ferner hat Borel folgende interessante Bemerkung gemacht. 

CO 

Es sei wiederam ^ das dem Anfangspunkte eatsprechende 

Element der anaiytischen Funktion /’(it?), die entsprechende Ent~ 

wicklung Yon Mittag-Leffler. Reicht der Existenzbereich Yon f{x) 

CO 

uber den KonYergenzbereich Yon ^ hinaus, so kann man den 

Wert Yon in einem aufierhalb dieses Konvergenzkreises gelegenen 
Punkte X jenes Bereiches als Snmme der diYergierenden Reihe 

CO « 

^ ansehn (Ygl. Art. 322 u. ff.); allein darin liegt freilich nichts 

7i = 0 

Befremdliches, da man zn dieser Definition der Snmme der diver- 
gierenden Reihe auch anf Grand des Begriffes der analytischen Fort- 
setzung gelangen kann. Es kann gleichwohl vorkommen, daB die 
Entwicklung (p(x) in einem auBerhalb des Exist enzbereiches von f(x) 
liegenden Punkte x konYergiert; in diesem Falle darf man ihren Wert 

cc 

wiederum als Snmme der Reihe ^ ansehen; zn dieser Definition 

;i=o 

aber kann man nicht mit Hilfe der analytischen Fortsetzung gelangen. 
Aber noch mehr: es gibt Potenzreihen mit einem Konvergenzradins 
Null, die Entwicklungen cp{x) znlassen; die Snmme solcher uberaE 
diYergenten Reihen laBt sich Yermittelst der Entwicklung ^){x) defi- 
nieren^ wahrend man Yon analytischer Fortsetzung keineswegs sprechen 
darf. Man kann somit schlieBen^ daB die Entwicklungen von Mittag- 
Letfler ftir die Theorie der diYergierenden Reihen eine groBere Trag- 
weite haben als die analytische Fortsetzung. 

Es liege z. B. der arithmetische Ausdruck: 

27ilh]/¥ 

/t = 1 a; — e ^ 

00 

Yor, wobei ^ | | konYergent sein moge. Offenbar sind die Pole 

A=i 

Yon g)(x) anf der ganzen Kreislinie mit dem Radius 1 nm den Anfangs- 

pnnkt tiberall dicht^ und innerhalb dieser Kreislinie ist g){x) mittels 

00 

einer konYergenten Reihe ^ aj^x^ darstellbar. Geht man Yon deni 
00 ^^ = 0 

Elemente ^ a^^x^ anS; so laBt sich naeh Mittag-Lefflers Methode eine 
Entwicklung in eine Reihe you Polynomen: 
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cp{x)^^G,(x) 

h = 0 

gewinnen. Es werde nun au£ der Kreislinie nacli beiden Seiten jedes 

Punktes 27tihV2 ein Bogen you der Lange ^ genommen; die 

00 ^ 

Summe dieser Bogen ist = folglict gibt es auf 

der Ejreislinie unendlioh viele Punkte, die ibnen nicht angehoren. Man 

OQ 

beweist- daB bei passender Wabl der JBj^ die Reibe ^ Gj^(x) in samt- 

h-O 

licben Punkten jeder den Anfangspunkt mit einem dieser Punkte ver- 
bindenden Greraden unbedingt konyergiert und denselben Wert bat 
wie (p{x), 

Bemerkenswert ist aucb der aritbmetiscbe Ausdruck: 


( 1 ) 






= 1 JJSS — CD y=— 00 iC -p ^ 


p + ¥ 

9 . 


Dieser Ausdruck bat unendlicb yiele Pole^ yon denen keiner auf 
der reellen Acbse Hegt, die aber in der ganzen Ebene iiberall dicbt 
sind^ so daB der Ausdruck in keinem Teile der Ebene eine analytiscbe 
Funktion definiert. Andrerseits laBt sicb durcb passende Wabl der 
Funktion erreicben^ daB er auf jeder endbcben Strecke der 

reellen Acbse gleicbmaBig und unbedingt konyergiert und mittels der 
Formeln yon Mittag-Leffler in eine Reibe yon Polynomen oder^ wie 
Borel ktirzer sagt^ in eine (-M')-Entwicklung umgeformt werden 
kann^ die nebst ibren abgeleiteten Reiben aller Ordnungen auf jeder 
endbcben Strecke der reellen Acbse gleicbmaBig und unbedingt kon- 
yergiert. In der (i!f)-Entwicklung treten an die Stelle der des 
Art, 351 die Werte yon (1) und yon: 










/ , -../n p + 


in dem als Mittelpunkt des Sternes angenommenen Punkte der 
reellen Acbse^ der bebebig sein kann. Die Ausdriicke, die Ent- 
wicklungen der gedacbten Natur zulassen, konnen (AT) -Funktionen 


1) Dieser Ausdruck, multipliziert mit 7^!, ist gleich der Ti-ten Ableitung von 
qi(x)^ im Sinne der Infinitesimalrecbnung. 
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genamit werden,* eine solche Punktion ist yollstandig besfcimmt, 
sobald fiir einen Punkt der reellen AcLse die Werte: 

bekannt sind. 

Besitzt eine auf einer beliebigen Strecke r definierte Punktion 
die Eigenschaft, dafi sie sich, wenn die Strecke r durcb eine ganze 
lineare Substitution in eine Strecke der reellen Achse umgeformt 
wird, in eine (Af) -Punktion yerwandelt, so sagt man, sie sei eine 
(Jf)-Funktion auf der Strecke r. 

Schneiden sick zwei Strecken r, / in einem Punkte p und sind 
z^vyei auf den zwei Strecken beziekentlich definierte (Af^-Punktionen 
7p(x) yon der Art, daB: 

(2) ^(j>) = <p^(p) = ■ ■ ; 9);,(p) = 

so kann jede der Funktionen als analytiscbe Portsetzung der 
andern betracktet werden. Nacb dem, was oben bemerkt worden, 
ist eine solcke Portsetzung, falls sie yorbanden ist, eindeutig bestinmt. 

Es liege nun eine in der ganzen Ebene iiberaU dickte Menge 
von Geraden r yor, d. k. eine Menge von der Art, daB, wenn man 
einen beliebigen Punkt der Ebene nimmt und eine positive GrroBe 6 
willktirlick bestimint, stets eine Gerade der Menge vorkanden ist, von 
welcber der Punkt um weniger als 0 entfernt ist. Auf jeder in einem 
zusammenhangenden Bereicke 0 entkaltenen Strecke einer Geraden r 
werde eine (J^)- Punktion derart definiert, daB fur die Scknittpunkte 
je zweier Strecken die Beziekungen (2) besteken. Dann konnen samt- 
licke (Af) -Funktionen als analytiscke Fortsetzungen voneinander be- 
tracktet werden 5 ikre Gesamtkeit kildet eine Punktion, die wir wie- 
derum als eine (Af)-Funktion bezeicknen woken, und deren Ele- 
ment e die auf den einzelnen Strecken definierten (Af) -Funktionen 
sind; sie ist eindeutig bestimmt, wenn irgend eins ikrer Elemente 
bekannt ist. 

Es ist klar, daB dieser Begriff der analytiscken Portsetzung nickt 
mit dem alteren Begriffe in Widerspruch stekt, sondern ihn umfaBt^). 
Liegt namlick eine in dem Bereicke C regulare analytiscke Punktion 
yor, die nebst alien ikren Akleitungen mit der (AT) -Punktion und 
deren Ableitungen auf den beziiglicken Strecken dem Werte nack 
ukereinstimmt, so stimmen die beiden Funktionen in dem ganzen 

1) Siehe indessen uber diesen Punkt die Einwurfe Painlev^s (S46, 349). 
'Obrigens erkennt Borel selbst (69, Seite 365) an, daB sein. Begriff der analy- 
tischen Portsetzung nock der Yervollkommnnng bedarf. 
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Bereiclie C liberein; andrerseits gibt es aber (Jf)-FtmktionerL^ die 
keine analytischen Funktionen sind; ferner laBt sicb eine in einem 
zusammenkangenden Bereicbe C definierte (ilf)-Funktion finden^ die 
in zwei getrennten Teilen dieses Bereiches mit zwei verschiedenen 
analytisclien Fnnktionen zusammenfallt. 


Beziehlmgen zwiseken den Singularitaten zweier analytischer 

Pnnktionen ^). 

362. Es seien: 

oo cc 

/■(«) 

h=0 k=0 

zwei Potenzreiken mit gleickem endlicben Konyergenzradius q. 

LaBt sicb eine solche Konstante k finden, daB der Konvergenz- 
radius der Potenzreike: . 

CO 

A = 0 

groBer als q ist^ so sagt man nacb Pincberles Vorschlag, die beiden 
gegebenen Eeiken seien gleicbsingular (egualmente singolari). 

Der so eingefulirte Grleickheitsbegriff geniigt den drei bei andrer 
Gelegenkeit (Art. 12) erwabnten Gmndbedingungen, namlicb: 

a) Eine Eeike f(iv) ist gleicbsingular mit sicb selbst, weil fiir 
k == 1 die Eeibe f(ai) — f(cc), die identiscb Null ist^ als eine Potenz- 
reibe mit unendbcbem Konyergenzradius aufgefaBt werden kaun; 

b) Ist fix) gleicbsingular mit g)(cc), so ist umgekebrt (p(x) gleicb- 
singnlar mit f(x)y weil^ wenn f(x) — kcp(x) einen Konyergenzradius 

q' > Q bat^ derselbe Konyergenzradius der Eeibe (p{x) — f(x) zu- 

kommt^ die sicb yon der frtiberen nur durcb einen konstanten Faktor 
unterscbeidet^ 

c) Sind f(x) und (p(x) gleicbsingular und ebenso (p(x) und a>{x), 
so Sind es ancl. f(x) und a(x). Lassen sicL namlicli zwei Konstanten 
Js, \ Ton der Art finden, daB f{so) — licpix) und (p{x) — die 
Konvergenzradien q, q" Besitzen, die beide groBer als q sind, so kann 
man anstatt der zweiten Eeibe die andre: 

k<p(x) — k\(X) (x) 

1) Dell’Agnola 1, Borel 6^, 73, Desainl 128, 134, Faber 147, Fabry 
151, Eadamard 191, 192, 193, Hnrwitz 209, Lean 243, 244, Lngaro 593, 
PiiLcberle 380, 382, 389, 390, 392. 
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in Betraclit ziehen, die sich von ihr nur durch. einen konstanten 
Fakfcor untersclieidet; es folgt dann auf Grrund des Satzes des Art. 118, 
daB der Konvergenzradius der Reihe: 

d{x) == [f(x) — 'kg^(xy\ + [li<p(x) — 'k\a){x)'\ = f{x) — Ic\g)(x) 

niciit Meiner als q oder q' und sonacla groBer als q ist, woraus 
erBeUt, daB f(x) nnd co^x) gleicBsingular sind. 


363. Sind: 


/’(*)= 

A=:0 h = 0 

zwei gleichsingulare PotenzreiBen und naBert sicB das Ver- 
Baltnis fiir limh == oc einer endlicBen und ron Null ver- 
scBiedenen Grenze, so naBert sicB derselBen Grenze. 
Setzt man: 


( 1 ) 


lim:^ = 




so ist (Art. 115) |o| = ^ der Konvergenzradius von f(x) und folgBcB 
von g){x), waBrend die ReiBe: 

CO 

i!{x) = f(x) - Jo<p{x) =2^ (1 - ; 


wo h eine .passend gewaBlte Konstante ist, einen Konvergenzradius 
q '>q besitzt und daBer fiir jedes x, dessen absoluter Betrag | 
zwiscBen p und liegt, unbedingt konvergiert. Aus der Konvergenz 
der ReiBe: 


00 

h = 0 

folgt: 

lim (1 — = 0; 

7i = CO 


nimmt man also eine positive GroBe s wiUktirlicB an, so laBt sicB 
eine ZaBl m so bestimmen, daB fiir jedes li'> mi 

( 2 ) — 

ist, wo den absoluten Betrag von bezeicBnet. Da andrerseits 
aus der ersten der GleicBungen (1): 
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h = c. % «■ 


folgt, so laBt sich, wenn man eine GhroBe a so waUt^ da6 () < ^ < 
ist, eine Zahl n von der Art finden, dafi fiir jedes h^n: 


cc 


cc. 0 

a 


ist. Darans folgt fiir h> n: 


JL \ ^ — 

lY Ji-~n 


nnd somit: 




Es ergibt sicli hierans mit Riicksiclit auf (2) fiir jedes h, das 
grofier ist als m nnd n: 

(S) 




nun ist lim (4") = folglicli 

A=:CC / 

Oder auch: 


lim (1 “ = 0 

7 i= 00 


lim \ 

Ttpr 00 


Diese Beziehnng laBt sich auch. so sckreiben: 

1 


daraus folgt: 


A = 00 


hr 


A = co % 

Oder auch, wenn man statt Zj seinen Wert einsetzt; 

6. 


lim^ = lim^^ = ~ 

A = oo A=oo % ^ 


364, Aus (3) des vorigen Artikels folgt: 

h 


wo: 




JH 

2 ^ 


< 


97T 




6 
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gesetzt worden ist; schreibt man dieselb-e Beziehnng fiir einen andren 
Index i'^h^ so bat man: 




nr 

O I I ^ < 


2 I A; I ^ 2 1 fc I 

und folglicb, wenn man beide Beziebungen voneinander subtrabiert: 

I I ^ ’ 

wo i irgend einen Index bedeutet, der groBer als h ist. 

365. Ist: 


eine Folge von GroBen, die eine endlicbe und von JSTull 

00 

verscbiedene Grenze c besitzt, und ist eine Potenz- 

/i = 0 

reibe mit dem Konvergenzradius wo p==|c| ist, so 

bat die einfacbe Reibe P(a:), in welcbe die Doppelreibe: 


( 1 ) 




+ 






+ 


umgeformt werden bann^), den Konvergenzradius q, den Fall 
ausgenommen, in welcbem die Beziebung: 

CO 

— 1 ^ 

h-0 

bestebt; in diesem Falle ist ibr Konvergenzradius minde- 
stens gleicb 
Man bat: 


r = 0 

Oder aucb: 

( 2 ) 


sf 


V. 




-2 

J r = 0 






" ^0^1 V 


1) Es wird bier vorausgesetzt, da6 die derartig sijad, daB den Be- 
dingungen fiir die Umfommng der Boppebeibe in eine einfacbe geniigt wird. 

2} Pinoberle beweist diesen nnd andre Satze mit Hilfe seiner distribn- 
tiven Pnnktionalreobnnng; wir baben die Beweise anf eine elementare Form 
gebracbt, nm das Verstandnis aucb den Lesem zu ermoglicben, die die Prinzipien 
dieser trefflicben Tbeorie nicbt kennen. 
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wo: 

r 

A = 0 

Wahlt man. eine GroBe 6 so, daB q <i 6 <iQ ist, so laBt sich 
eine Zahl n finden, welche die Eigenscliaft hat, daB fur jedes li ^ 

I Cyi I < 0 wird. Alsdann ist: 


‘ ‘ ^h~l — <^ 0^1 * * ‘ ^n-~t ^ ^h^n^n + 1 ‘ ‘ ' 
A = n ?i = n 

CO CO 

2o'k0n(^n+l---Ck-l 


die letzte Reihe ist konyergent, weil der Kouyergenzradius der Reihe 

CO 

2 groBer als 6 ist, folglich konvergiert die Reihe: 

A = 0 

CO 

A = 0 

unbedingt, und nahert sich bei imbeschrankt wachsendem r einer 
bestimmten endlichen Greuze. Setzeu wir: 


lim b^ 

r = 00 


CO 

^0 

A=:0 


^A-1 ~ P ; 


so laBt sich, wenu man eine GroBe t^\p\ annimmt, eine Zahl m 
Ton der Art finden, daB [ 5^ | < ^ fiir jedes r'^m wird. Ist andrer- 
seits 6 positiy und kleiner als so laBt sich eine Zahl n yon der 
Art finden, daB \c^\'> 6 fiir jedes r'^n wird. Man hat damn, wenn 
s eine Zahl bedeutet, die nicht kleiner als m oder n ist: 


2 

r~s 





bX 

r 


; 


V 




< (v)' 


Nun konyergiert bekaimtlich ^ (^X fiir jedes | < <?, und a 

unterliegt der einzigen Bedingung, kleiner als p zu sein, folglich 
konyergiert die Reihe (2) fiir jedes |a;| < p, und ihr Konyergenzradius 
ist daher mindestens gleich q. 
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Es bleibt nur nocb zn beweisen iibrig, dafi die notwendige und 
hiareichende Bedingung dafiir, dafi der KonYergenzradius you (2) 
grofier als q ist, darin besteht, dafi (1) befriedigt wird oder^ was 
dasselbe ist, dafi p Yerschwindet. 

Wir nebmen an^ (2) sei fur: 

I ^ I = I > 9 

konYergent. Hat man eine ZaKL n you der Art bestimmt^ dafi 
1 < I ist fiir jedes so ist: 


00 



nun ist die links stekende Eeibe konYergent, folglick ist es aucb 

00 

^\K\? folgt: 

r^O 

lim 

r 5= CO 

Oder ^ 0. 

Ist umgekebrt i? = 0, so kann man schreiben: 


r 00 

^ ■ * • ^/i-1 + ' ' • ^k-1 ^ 

A=:0 h = r + l 


Oder aucb: 


folglick ist: 
F{x) 

wo: 


CD 



Jiz=r + 1 


'^h-l 7 


-2 

r — Q _ 7i — r+1 
• . 0° 
dr = 


+ l^r + 2 ’ ‘ ‘ ^A-1 


'A<^r+l^r + 2 * * ‘ * 


^ = r + l 




Waklt man eine Grofie 6 so, dafi q <iO <i q' ist, so lafit sick 
eine Zakl n you der Eigensckaft finden, dafi ist fur jedes 

CO 

h'^n. Da andrerseits ^a,,oc^' den KonTergenzaradius 9 ' > ? liat, so 
j =0 
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ist (Art. 128);, wenn man eine (xrofie X so wahlt, daB ^ ^ ist, 

nnd mit M den grofiten absoluten Betrag der betrachteten Reihe anf 
der Kreislinie mit dem Radius X um den Anfangspunkt bezeicknet: 



Daraus folgt ftir jedes r'^n— 1: 


2 ( 1 -) = 


M 


also: 


A = r + 1 


= r + 1 


l’’ {X — 6) ’ 




< 


M 


2 ( 4 )’. 


r = n — 1 


worin die letzte Reibe fiir jedes | < A konyergiert. Nun unterliegt 
X der einzigen Bedingung, kleiner als p' zu sein; folglich. darf man 
scblieBeU; daB der Konyergenzradius von JP(x) mindestens q ist. 


366. Sind und zwei Potenzreiben, deren 

?i = 0 h-Q 

Konvergenzradien eine bestimmte GroBe q iibersteigen, und 
werden aus ihnen nacb dem Verfabren des vorigen Artikels 
beziebentlicb die Reihen: 


-P(*) c^c^---c^2 

r = 0 L ^ ^ ^k~0 

oo r~ r 


r = 0 L 


'/^ = 0 


abgeleitet, die beide den Konyergenzradius q besitzen 
mbgen^ so sind diese beiden Reilien gleicbsingular. 

Da der Konyergenzradius von JP(x) und von P^'^^(cc) gleicb q 
ist, so muB: 




7< = 0 


A=0 


sein. Setzen wir demnacb: 






A = 0 






O^'l 




( 1 ) 
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und leiten wir aus der Reihe: 


A=0 A=0 

nach der Methode des vorigen Artikels die Reilae: 

CO p r ~ 

P(s)(^) = 2 =P(x)-]cPm{x) 

r=:0L^^ ^h~Q 

ab, so ist wegen (1): 

CO 

^ =" 0. 

;i = o 

Daraus folgt, daB der Konvergenzradius von groBer als 

^ ist; nnd somit; daB die Reiben JP(x), gleichsingnlar sind. 

367. Ist eine Reihe: 

CO 

gegeben; deren Konvergenzradius q sein moge, und ist: 


/. = a> % ^ ’ 


WO \c\ = ^, so kann jede vorgegebene mit (d(x) gleicbsingu- 
lare Reibe aus einer passend gewablten Reihe, deren Kon- 
vergenzradius >p sein moge, vermittels des Verfahrens des 
vorletzten Artikels erhalten werden. oo 

Es sei irgend eine mit 03 ( 0 ;) gleichsingulare Reihe Q(a)) = ^ 

00 ^=0 

gegeben; wir wollen beweisen, daB sich eine Reihe ^ mit einem 

A =:0 

Konvergenzradius > p bilden laBt, aus der nach dem erwahnten Yer- 
fahren die Reihe Q(x) hergeleitet werden kann. 

Setzen wir: 

(1) = hil,, 

so folgt (Art. 363, 364): 

(2) = far 

h^fXi ''h 1^1 
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( 3 ) 


Wir -waliLen nun die Cj folgendermaBen: 

1 _ 2o ^ ih + i 




woraus sicli ergibt: 

(4) 

femer setzen 'wir: 


3a = 


*'0 ^2 


( 5 ) 


' ^0 — 9q 
k=^9o + ^ 1^0 
k-9o + + ^ 2 ^ 0 ^ 


= ^0 + ^1^0 + + 1~ 9 h^ 0^1 * ' ' ^h -1 


woraus folgt: 


1.-1 


9k-- 


A-i 


-Cj, 


Nacli der zweiten Formel (2) und nach. (4) ist dam: 
folglielL: 

oo CO 

A =1 ' '^=0 

Da r < 1^ so konueu wir | so wahlen, da6 ^) < | < -^ ist; dann 

ist und die Reihe auf der rediten Seite ist konvergent, £olg- 

licli ist es auck die auf der linken Seite. Demnach ist die Reite 

00 

^gj^CK^ ftir eiuen bestimmteu Wert yon x von groBerem absoluten 

A =:0 

Betrage als ^ unbedingt kouvergent, uud ibr Kouvergenzradius ist 
daker groBer als p. 

Weuden wir auf die Reike ^ gj^a^ das Verfakren des Yorletzten 

^ = 0 

Artikels an, wobei die Konstanten durck die Q-leickungen (3) be- 
stimmt sind, so erkalten wir die Reike: 
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es ist aber wegen (4), (5): 

CO CO 

-P(®) =2 = 6c^). 

/=0 r -0 

womit der Satz bewiesen ist. 

368, Man verdankt Hadamard den folgenden Satz, der spater auf 
andren Wegen yon Borel nnd von Pincberle bewiesen worden ist^): 

Werclen die singularen Punkte der dnrcli die Potenz- 
reihen: 

00 CO 

h~0 h=Q 

erzeugten analytiscken Funktionen f(x)^ (p{x) allgemein mit 
Uj V bezeiclinefc, so bat die dureb die Reibe: 


• K (^) =2 

h-O 

erzeugte analytische Funktion iIj(x) im allgemeinen als 
singulare Puukte die Punkte itv. 

Wegen der Identitat: 


■2 C)2'(-»)''(; 


Ij Hadamard und Borel bedienen sick kmmmliniger Integrale, Pincberle 
benutzt seine Fnnktionalrecbnung. Wir geben im wesentlichen den Beweis yon 
Pincberle wieder, griinden ihn aber ausschlieBlicb anf die bier dargelegten 
Begriffe. 

2) Diese Identitat lafit sicb anf folgende Art beweisen. Wir setzen: 

laBt man i — s an die Stelle des r treten nnd beacbtet man, dafi : 

(;')-(<*,)■ 

so bat man: 




Vivanti, Theorie der eindeutigen analytiachen Funktionen. 


26 
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kann man sciireiben; 


A=0 i=0 r—0 


wo: 


es ist aber: 


folglich: 


1 = 0 L h-. 


sw - 2 2 2 (1) (- 1)' (;) ■ 

A = 0 4 = 0 .-A 1 T, ^ ^ 

r = 0 

CP 






N'ehmen wir an, wir tatten von den Reiken: 


oo 00 ce 

= 0 /i = 0 /4 = 0 

ausgehend, wo if eine beliebige GrroBe bezeichnet, die soeben aus- 
geflibrten RedmungerL wiedertolt, nnd setzen wir: 


Nun ist; 

/h\ a 


m 


y hi ii 

1 

1 

i 

1 

J ilh'—ilsli — 

slh — slh — ^!^ — 


folg-licli : 


Oder, wenn wir i — s dnrck j ersetzen : 




^ P / T X h-^a ,, ^ “I 

•-2 * 70 ’ 

s=o j = u 


es ist aber ersicbtlicb: 


folglick ist 



/ = a. 


j'l far 5 == ^, 

1(1 — 1)*"’ = 0 fur s<h-, 
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(r) 

SO wtirde sicli ergelDen: 

00 

/=0 

und es sollte zwisclien Iti{x) und Ii(x) die Beziehung: 

stattfinden. Hieraus folgt ein neuer Ausdruck far Ii{x)y namlicli: 

( 1 ) 

/ = 0 ' ^ 

Besitzea im besondern alle den Wert 1, so ist: 


( 2 ) 

folglicL.: 


and daber: 


00 

h-0 






(1 


,t + iy 




icy + 1 

t) 


i<e+^ . 


setzt man diesen Wert in (1) ein and berdcksicbtigt man die zweite 
der Gleichangen (2), so ergibt sich: 


Oder: 


F{x)- 


•2' 

/ = 0 


ilf 


.i + l 


f (t—x)' 


+ 1 




oo 

P{x) = {l + y)^, = (1 + y)S{y), 
* = 0 


wo; 

( 3 ) 

gesetzt worden ist. 
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Es sei 6 der Konvergenzradius der Potenzreilie Der in 

der 2/-Ebeiie liegenden Kreislinie uin den Anfangspunkt mit dem 
Radius a entspricht in der ic-Ebene die durch die Beziehuiig: 


bestiminte Kreislinie y (Art. 198), die der Ort der Punkte ist, deren 
Abstande Yom Anfangspunkte und von dem Punkte t das konstante 
Verbaltnis 0 baben; da ferner (3) y = 0 filr == 0 ergibt, so ent- 
spricht von den .beiden Gebieten, in die die .T-Ebene durcli den 
&eis y zerfaRt, dasjenige dem Innengebiete des Kreises a der ^/-Ebene, 
das den Anfangspunkt enthalt. Bezeicbnet man dieses Gebiet mit G, 
so kann man dexnnaeb sagen, der aritbmetiscbe Ausdruck: 

/ = 0 

Oder, was dasselbe ist, der Ausdruck; 

V =0 

sei in dem ganzen Bereicbe C konvergent; es lafit sich. durch An- 
wendung des Satzes des Art. Ill auf S(^y) sogar schlieBesi, da6 der Aus- 
druck (4) in jedem Bereicbe innerbalb C gieicbmafiig konvergent ist. 
Da aber dieser Ausdruck die Reihe P(x) in deren Konvergenzkreis 
darstellt, so stellt er in dem ganzen Bereicbe C die durcb P(x) er- 
zeugte analytiscbe Funktion f(x) dar. Auf der Kreislinie y ]}esitzb 
f(x) mindestens einen singularen Punkt w, und es ist: 

I u 
U — u 

Ist andrerseits x ein Punkt innerbalb des Konvergenzkreises von 
Q(x), so bat man fiir die Punkte x' einer bestimmten XJmgebung 
von x: 

CO 

< 3(^0 -2 i ~ 

/=0 

und daber, wenn man ^ setzt: 
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Der Konvergenzkreis dieser Reihe mu 6 durcli einen singularen 
Pumkt der Funktion cp geiien; nun ist^ wenn x = v ein singnlarer 
Punkt Yon (p(x) ist^ x = vt ein singnlarer Pnnkt von 9^ 5 

Konyergenzradius der betracliteten Eeihe ist daker: 


T — \ X — Vt\. 

Bezeicknet man mit M den groBten Wert von |/8(2/)| auf der Kreis- 
linie 1 2 / 1 = <?' < o', mit N denjenigen von Kreislinie: 

\x' — x\ == t' < Tj 

SO ist (Art. 128); 

M 


folglick : 


iF.Wiij., ^|e"'(T)7 


fx\ 

t' 


< 


t 

MN 


— 'i 7 


Daraus folgt unmittelbar, dafi die Reike (1) fiir | folg- 

lick ftir 1 rr I < (?T oder anck fiir: 


< 



X)t 


unkedingt konvergiert. 
gesckrieben werden: 


Diese XJngleicknng kann anck folgendermafien 


X 

X — vt 


< 


uv 

uv — vt 


Betrackten wir also die Kreislinie die durck den Pnnkt uv 
kindurckgekt nnd in bezng anf welcke die Pnnkte 0, konjngiert 
sind^ so konvergiert der Ausdruck (1) in demjenigen der beiden Grebiete, 
in welcke d die Ebene teilt, das den Anfangspunkt entkalt. Anf der 
Bireislinie S liegt folglick im allgemeinen ein singnlarer Pnnkt von E(x). 
Lassen wir t stetig variieren^ so variiert anck die Kreislinie d stetig^ 
wakrend dasselbe im allgemeinen kinsicktlick u nnd v nickt statt- 
findet; variiert daker d innerkalb bestimmter Grenzen, so bleibt der 
Pnnkt uv stets derselbe. Dieser Pnnkt uv^ der nnendlick vielen 
Kreislinien d gemeinsam ist^ muB ein singnlarer Pnnkt von '4j{x) sein. 


369. Addiert man zn f(x) eine Funktion f\{x\ die sick in 
dem Pnnkte u regular verkalt und deren dem Anfangspunkt ent- 

co 

spreckendes Element ^ ist, so erzengt die Reike: 

h = 0 
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2 

h = Q 

eine analytisclie Funktion (Dix) von der Art; daU: 

^ (x) {pc) — Tpix) 

im allgemeinen in den Pnnkten uv regular ist. Da iiamlicli v ein 
singularer Punkt von <^{x)p u aber kein solcher von fi{x) ist; so hat 
die Funktion welcbe yon f\{x) und cp{x) gerade so abhangt 

wie 'ip{x) yon f{x) und g){x\ in keine Singularitat. 

Eine Ausnahme wtirde der Fall bildeU; in welchem es zwei 
singulare Punkte Uj u und zwei andre v, v yon der Art gabc; da6 
ware; ist dann u singular fiir fi{x)j so kann es uv oder uv 
fiir 'ip-i_{x) sein. 


370, Das im yorigen Artikel gewonnene Ergebnis laBt sick 
dahin aussprecheU; dab die Natur der Singularitat uv im all- 
gemeinen durcli die der Singularitaten u, v bestimint wird. 

Hat z. B. f{x) in u einen Pol ^>i-ter Ordnung; q){x) in v einen 
Pol ^^-te^ Ordnung; so diirfen wir statt f{x)y q){x) die Fuiiktionen: 




in Betracht zieheU; deren dem Anfangspunkt entsprechende Eleniente 
(yergl. Art. 135) folgende sind: 

F{x) ^ ^ k(h-l)...{h- m + 2 ) ( 1 )"'“''' = 

A = m— 1 

00 

Qi -f l){h + 2) • • • (7t 4- m — 1) , 

A = 0 


< 2 (^) = ^ Ji(h-l)...(h-n + 2) ( 1 )'“""^' = 

A =:7Z — 1 

= 2(A + l)(A + 2)...(A+n-l)(-J)\ 

A = 0 
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Die Reihe: 

CO 

m-2 (h+l)...Qi + m- l)ih + l)...(h + n-l) & 

h = {) 

erzeugt eine Funktion ^(x), die in uv, wie wir jetzt beweisen werden, 
einen Pol m + n — 1-ter Ordnung besitzt. 

Der Satz ist offenbar richtig ftir ^ == 1^ weil ja dann: 

S W - J" (J + 1) p, + 2) . . (J + « - 1) (i)* - {» - 1) I 

ist; es genugt demnach, ibn durcb yollstandige Induktion zn beweisen. 
Es ist^): 

(li + m)(7i- m + 1 ) • • • (]^ + m + n — 2 ) === (h + l)Qi + 2 ) • - Qi + n — 1 ) + 
+ CTO + 2)---{h + n- 2)(m - 1) + 

+ (”■ ~ (A + l)(/i + 2) • • • (7t + w — 3)(»'» — l)m -{ h 

+ Qy 2 ) ~ + 1) • • • (m + M — 4) 4- 

+ (m — l)m(m + 1) • • • (m + n — • 3), 

folglicb: 

CO 

B(x)=^ Qi + l)- ■•(h + m — V){h + m)---Qi-{-m + n — 2) — 

h = 0 

00 

^ ^ /I = 0 

oo 

^ ' A = 0 

00 

. . . (fe + w - 3) + 

• • • (/i + m - V)Qt + 1) [0 

A = 0 

1) Capelli, Lezioni di algebra complementare , Neapel 1895, S. 99, wo 
man statt sc^ n beziebentlich /I'-pl, w — 1, n — 1 setzen mnB. 
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Das erste Glied rechts ist das dem Anfangspunkte entsprechende 
Element der analytisclien Punktion: 


(m + n 


9V 


die ersicktlicli in uv einen Pol m — l-ter Ordnnng besitzt; was 
die ubrigen Glieder betrifft^ so sind die in denselben anftretenden 
Reiben diejenigen^ die man ans Il(x) erbalten wiirde, wenn man 
^ — 2, • • • fiir m setzte; sie sind folglicb. — da der Satz fiir 

alle Werte Yon n als giiltig Yorausgesetzt wird^ die kleiner sind als 
der in Betracbt gezogene — Elemente analytischer Funktionen^ die 
in uv beziebentlicli einen Pol n — 2-ter^ n — 3 -ter, • • • Ordnung be- 
sitzen. Denmacb erzeugt der ganze Ausdruck eine analytiscbe Funk- 
tion die in uv genau einen Pol m + n — I'ier Ordnung besitzt. 

Dasselbe laBt sick nach dem im Yorigen Artikel entwickelten 
Prinzip Yon der im Sinne des Satzes in Art. 368 von f^x) und q^(po) 
abliangenden Funktion ip(x) bebaupten. 


371. Hurwitz bat einen dem Hadamardscben analogen Satz 
geliefert, der auf andrem Wege aucb Yon Pincberle bewiesen 
worden ist^): 

Werden mit u, v allgemein die singularen Punkte der 
durcb die Potenzreiben: 




V. 






h = 0 


erzeugten analytiscben Funktionen f(rr) und (p(x) bezeichnet^ 
so bat die durcb die Potenzreibe: 


00 



erzeugte analytiscbe Punktion 'ip(x) im allgemeinen als 
singulars Punkte die Punkte w, w -f v. 


1) Wir geben aucb bier den auf elementare Form gebracbten Beweis 
Pincberle 8 wieder. 



Beziehungen z-wischen den Sihgularitaten zweier analytischer Funktionen. 3-9S 


Es ist; 


Hi}- 


li\ H\-, 


■ j 00 00 


=2 = 2 ». 2 ( 


'h + i\ h 


^ = 0 L A = i 


= (- ly 2 + 1) (^* + 2) • ■ . (A + i) ■ 




72 ,+ A 


folglich.: 




Ferner ist: 


»<■>(*) 






Oder auch; wenn i -{■ r ==n gesetzt wird: 

( 2 ) Hi) -2 '^-2 (- 1 )‘ (“) -2 '*.«) 


(ic — i) 


kQ ) ly (i) 


ist. Nimmt man im besondern: 

^0 = 1 ; = ^2 = ***== 0 

Oder (p{x) ^ an.; so bat man — folglicb: 

da aber in diesem Falle: 
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ist^ SO folgt wegen (2): 

CO 

/ (®) = 2 1 )" >“■« (0 . ■ 

n = 0 ^ 

Diese Reihe konvergiert aufierhalb desjenigen Kreises um der 
in seinem Iniiern und auf seinem TJmfang aide singularen Punkte von 
f(x) entkalt; bezeiclmet man also mit u einen von denjenigen unter 
den singularen Punkten, welcke den groBten Abstand von t baben, 
so besitzt die Reibe: 

oo 

7i= 0 

den Konvergenzradius : 

1 


1st andrerseits v ein gewisser, fiir verscliiedene Punkte t mdg- 
licberweise verscbiedener singularer Punkt von (p{po), so konvergiert 
die Reibe (1) bmerbalb des Kreises mit dem Radius: 

% — \x — t — , 

Wiederbolen wn das in Art. 368 angewendete ScbluBverfabren; 
so laBt sicb daraus folgern, daB der Konvergenzradius der Reibe: 


'S' n 


7i = 6 

mindestens <?r ist und daB folglicb die Reibe: 


2” »•.(') 


fiir 1 < oder aucb fiir: 


konvergiert. 

Die Grleickung: 


1 < 


\x — t — v\ 
\t — -w I 



1 


stellt einen Kreis um t + v mit dem Radius \t — u\ dar; man er- 
siebt leicbt, daB dieser Kreis durcb den Punkt u -{■ v bindurcbgebt. 
Daraus folgert man abnbcb wie in Art. 368, daB u + v im allgemeinen 
ein singularer Punkt von ist. 
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Da ferner der Anfangspunkt sowohl fiir fix) wie fiir (pix) ein 
singularer Punkt ist, so darf w = 0 oder auch ^ = 0 genommen 
werden, woraus folgt, dafi v bezw. u singulare Punkte fur fix) sind. 

372. Hadamards Satz (Art. 368) gestattet yerscliiedeiie Erwei- 
terungen, von deneu kier eine ganz eiufaclie angegeben werden moge. 

1st: 

CO CO 

? (^) = 2 “a 

h = 0 /i = 0 

so folgt aus dem angefiihrten Satze, dafi die singularen Punkte der 
durck erzeugten Funktion diejenigen der durck 5^(0?) erzeugten 

Funktion sind oder die Punkte, die man aus diesen erkalt, wenn man 
ikre Produkte zu je 2, zu je 3, • * zu je h mit Wiederkolung bildet. 
Daraus folgt: 

1st: 

OO CO 

A = 0 /i = 0 

WO Fft) ein Polynom in t vom Grade 7c bedeutet^ so sind 
die singularen Punkte der durck die Reike D(a;) erzeugten 
Funktion diejenigen der durck ^(x) erzeugten Funktion 
oder die Punkte, die man aus diesen erkalt, wenn man ikre 
Produkte zu je 2, zu je 3, • * zu je h luit Wiederkolung 
bildet. 

373. Borel kat den folgenden merkwiirdigen Satz aufgestellt: 

CO 

1st eine Reike ^ gegeben, so laBt sick stets eine 

00 A =0 

Reike mit rationalen reellen oder komplexen Koef- 

;i = o 

fizienten so bilden, dak die Differenz der beideri Reihen 
eine gauze Funktion darstellt. 

Man brauckt nur: 






zu nelimen, -wo: 




ist und E die S. 252 angegebene Bedeutuug hat. 


Es ist uamlich: 
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folglicli: 

\\ < 1^4 

nnd daraus schlieBlicli: 

limVK^ = 0; 

demnacli ist (Art 113); 

CO 

?i = 0 

eine gauze F-anktion. 

o CO 00 

OfiEenbar haben die beideu Eeiben ^ a^x^’' iind gieichen 

= 0 7i = 0 

KorLYergenzradius imd sind gieiclisingular. 


Tiber die singnlaren Punkte der analytiscben Fnnktionen ^). 

374. Das Problero; die singularen Punkte einer durcb. eins ihrer 
Elemente gegebenen analytiscben Funktion zu bestinimen^ ist nocb 
weit yen seiner Ldsung entfernt und bietet ohne Zweifel die er- 
beblicbsten Scbwierigkeiten. Nicbt einmal das einfacbere Problem 
ist allgemein gelost worden, die auf dem Konyergenzkreise liegenden 
singularen Punkte einer Potenzreibe zu bestimmen. Diese Probleine 
sind aber in den letzten Jabren Gegenstand yieler Untersuebungen 
gewesen, die zu mannigfacben und bedeutenden Ergebnissen geflihrt 
baben. Wir beabsiebtigen, aus dieseii Ergebnissen die einfaebsten 
auszuwablen und system atiscb zusamnienzustellen, und werden^ um 
unsere Aufgabe zu erleicbtern, yersueben, sie moglicbst unter einer 
Anzabl von grundlegenden Fragen unterzubringen. Dergleicben dtirften 
folgende sein: 

1. die Bedingungen aufzusuchen, unter denen ein gegebener Punkt 
fur eine Potenzreibe singular Oder nicbt singular oder singular von 
einer gegebenen Art ist, oder mit gegebenen Singularitaten bebaftete 
Potenzreiben zu bilden; 


1) Borel 60, 59, 70, 71, 72, 73, 533, Cbessin 122, Desaint 131, 134, 
Dienes 643a, Faber 145, 147, 544a, 546, Fabry 160, 151, 152, 153, Fatou 
647, 548, Hadamard 184, 186, 187, Jahraus 674, Koenig 229, Lasker 241, 
Lean 243, 244, 246, 247, 248, Lecornu 249, Lerch 258, 260, LindelCf 270, 
272, 273, Meray 301, Mittag-Leffler 306, 329, 330, 332, Osgood 339, 343, 
Painleve 365, Pompein 617, Pringsbeim 402, 404, 405, 406, 408, 409, 411, 
413, 417, 418, 620, Le Poy 428, 430, 431, Servant 466, Stackel 462, 
Stieltjes 466, Stolz 637, Thom^ 480, Vivanti 506, Zoretti 672. 
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2. hinreidieiide Bedingungen dafiir anzugeberi; dafi alle Pimkte 
des Umfangs des Konvergenzkreises einer Potenzreilie singular sind; 

3. zu untersuclien^ wie sick eine Potenzreilie auf ikrem Konyer- 
genzkreise yerkalt; 

4. gewisse Grebiete zu bestimnienj in denen eine analytische 
Funktion keine singularen Punkte kat: 

6. analytiscke Funktionen mit einer endlicken Anzakl singnlarer 
Punkte Oder init bestimmten singularen Punkten zu bilden oder die 
singularen Punkte einer analytiscken Funktion unter gewissen Um- 
standen zu bestimmen; 

6. die Beziekungen zu untersucken, die in einem singularen 
Punkte zwiscken einem aritkmetiscken Ausdrucke und der durck ikn 
dargestellten analytiscken Funktion besteken. 


1. Frage. 

375. Lecornu kat 1887 folgenden Satz aufgestellt: 

00 

Besitzt die Potenzreike auf dem Kon- 

h=0 

yergenzkreise einen einzigen singularen Punkt so ist 

lim = u und umgekekrt. 

Hadamard bemerkte^ daB dieser Satz nickt immer zutrifffc. 

Der erste Teil gilt unzweifelkaft, solange ic ein Pol ist. 
Bezeicknet man mit m die Ordnung des Poles w, mit f(cc) die 
von erzeugte analytiscke Funktion, so kat man: 






(u — x) {u — xy 


ri H + 


wo g(x) eine in u regulare Funktion ist, die alle iibrigen Singulari- 
taten von f(x) besitzt. Da f(x) auf dem Kreise vom Radius p = | 1 

um den Anfangspunkt keine anderen Singularitaten als kat, so ist 
die Funktion g(x) auf diesem Kreise regular, und ikr dem Anfangs- 
punkt entspreckendes Element kat einen Konvergenzradius p' > q, 
Setzen wir nun: 


<p(x) 


+ • 


(u — x) (u — x) 


bx + '-’H-: 


SO kat das dem Anfangspunkte entspreckende Element 9ft (ic) dieser 
Funktion den Konvergenzradius Q] es ist femer: 
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J + 1) ('• + 2) ■ ■ ■ 1 i + - 1) (f)‘+ 


A. 

( M ) I /'mi 

h=0 


^>2(’‘+‘X'‘+2)-('‘+»-2)(f)‘+-+v2(!)‘- 

/i = 0 ^ 


CO 

_ ^ r 


:(/^ + l)(A+ 2)---(7i + m.-l) + 


+ 


(m — 2) ! 


|_(w — 

1 Q^' + 2) • • • (A 4- m — 2) + • ■ • + 4' = 


woraus folgt: 


Um-l)\ 


( 7 j + 1 ) • • • ( 7 i -I- m — 1 ) -1 1 - A. 


‘'/i+i 


^[(m -iyi (A + 2) • ■ • (A + W) + ■ • ■ + -^1 


und somit: 


lim ^ == u. 


Nun sind die beiden Reiben gleictsingular, weil der 

Konyergenzradius der Reihe groBer ist als ibr gemein- 

samer Konyergenzradius ; folglicb ist (Art. 363): 

lini = hm -r — = u . 

A=oo ^A + l ;^ = co 

Dagegen trifft der Satz nicbt immer zu^ wenn u kein Pol ist. 

Aucb der zweite Teil des Satzes ist nicbt allgemein richtig. Es 
laBt sicb indessen der folgende Satz beweisen^): 

Nabert sicb fur liiii7t=oo einer Qrenze u, so ist u 

ein singularer Punkt. 

376, Es sei ein Punkt auf deni Konyergenzkreise einer Potenz- 
reibe gegeben- wir wollen entscbeiden^ ob er ein singularer Punkt 
ist oder nicbt. 

Diese Frage wird in einem besonderen Palle dureb den folgenden 
Satz beantwortet: 


1) Siehe Hadamard 184, S. 26. 
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Hat eine Potenzreihe mit positiyen Koeffizienten einen 
endlichen Konvergenzradius p, so ist fiir sie der Punkt 
X Q ein singularer Punkt. 

Es sei wie gewohnlich: 

CO 

h-O 

die betrachtete Reike. Um den Anfangspiinkt werde mit einem 
Radius c < p ein Kreis besckrieben, mit x ^ Xq aber irgend ein 
Punkt des Umfangs dieses Kreises bezeicbnet, wakrend x == c ikr 
Scknittpunkt mit dem positiyen Teile der reellen Ackse ist. Dann 
gilt: 

CO 

(1) = 

j =0 


( 2 ) 

ferner: 


CO 

? (« I ^o) = 2 ^ ~^oY, 

r = 0 


00 

2 + l)»A + r^ 

4 = 0 


< 


^2(^‘ + + »•- 1) (7i 4- 


die Koeffizienten yon (1) sind demnack nickt kleiner als die absoluten 
Betrage der entspreckenden Koeffizienten yon (2). Daraus folgt, daB 
der Konyergenzradius Q{g) yon (1) nickt groBer ist als derjenige B(x^ 
yon (2): 

6{c) ^ d{xa). 

Da nun die auf dem Konyergenzkreise liegenden singularen Punkte 
eine abgescklossene Menge bilden, so besitzt die Gresamtkeit ikrer 
Abstande yom Punkte c ein Minimum d. Nekmen wir an^ der Punkt 
X ^ Q sei nickt singular ^ so ist d > p — c; ist nun ein von c um 
d abstekender singularer Punkt, und waklen wir x^ gerade auf dem 
Radius Ox^, so ist: 

^(p) = ^(^o) = 1 I = ~ 

folglick 6(^0^) <i 8 (c)) was unmoglick ist. Also ist = p ein singu- 
larer Punkt. 
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377. Wir nehmen die Frage des Yorigen Artikels wieder auf. 
Der Eiofachlieit lialber sei der Konvergeazradias der Potenzreike 

CO 

f{x) gleick Eins^ der zu uatersucliende Puakt x ^ 1. 

?t-0 

Wir setzen: 

t 

oder auck: 

so da6: 

“ -r 

arid fiir 1^| < 1 (Art. 135): 

00 00 

fit) - +2 (- 1)**.** 2 i - ') (- 1)*** 

ist; diese Doppekeike lafit sick anter Aawenduiig des Hilfssatzes you 
WeierstraB (Art. 132) auf die Form: 


( 1 ) = 

A' = l 

kriageii; wo: 

ist. Dem Kreise jri;| = l entsprickt in der ^-Bbene die Linie 
Oder I I = [ ^ -|- 1 1 ^ d. k. der Ort der von den Punkten 

0; — 1 gleickweit entfernten Punkte, also die Gerade 91 ^ = dem 
Innern dieses Kreises entsprickt die Gesamtkeit der Puiikte^ fiir die 
1 ^ 1 < I if + 1 1 ist, d. k. der Teil der Ebene^ der sick reckts von dieser 
Geraden befindet; dem Punkte x-=l entsprickt der Pimkt / = — 


1) Die Transformation: 



man bieraua dorck Yerarideriiiig des Torzeickens yon x ei'kiilt, wird gewQhn- 
lick als Eulerscke Transformation bezeich.net. 
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1st x=l singular fiir f(x)^ so ist es t~ — ^ fiir (p(f)] der Kon- 
Tergenzradius von (1) ist alsdann genau und man liat: 

= 2 . 

A = oc 

Im entgegengesetzten Falle ist: 

< 2 . 

378* Allgemeiner laBt sich sagen: 

Setzt man: 


wo y eine beliebige positive GrroBe bedentet, so erbalt man: 


wo: 


k=l 


k 



ist. Dem Kreise |.^| «= 1 entspricbt der Kreis: 


\i\ 

I ^ 1 1 y ’ 


d. i. der Ort der Punkte^ deren Entfernnngen von den Punkten 0,-1 
das konstante Verbaltnis y besitzen; dem Innern des Kreises |a;| = 1 


entsprickt von den beiden Teilen, in welebe die i^-Ebene durch den 
transformierten Kreis geteilt wird, derjenige^ welcber den Punkt ^ = 0 


entbalt5 dem Punkte = 1 entspricbt der Punkt t = 1 — . Es 

7+1 

ergibt sich hieraus als notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB der Punkt x ^ 1 singular ist: 




379, Eine Folge der soeben gewonnenen Ergebnisse bildet der 
Satz: Liegen die die Koeffizienten darstellenden Punkte 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl innerhalb oder auf 
den Schenkeln eines recbten Winkels mit dem Scheitel im 

Vivanti, Theorie der eindeutigen annlytiaclierL Funktioiien. 26 
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Anf axigspunkte, so ist x^l ein singularer Punkt fiir die 

CO 


Re ike (deren Konvergenzradius immer = 1 angeuommen wird), 

;i = o 

Setzt man: 


so lafit sick die Voraussetzung des Satzes analytisck dadurck aus- 
drticken^ daB fiir alle Werte von p, q, die groBer sind als eine be- 
stimmte Zakl die Relation: 

(1) cos((yp- 

stattfindet. Nnn ist: 

2 m 2 ni 

7i = l 7i = l 

laitkin: 


\h. 


/2 m — 1' 

" Zj \ h^t 

7i = l 


’<+^ 2 (T- 7)(T- 


7i,^' = l ' 
h<h 


(Jj). 


Ninmit man der Einfackkeit kalker alle Koef&zienten deren 
Index h die Zakl n nickt tikersteigt^ gleick Null an (was weder anf 
den Konvergenzradius nock auf die Singularitaten von EinfiuB ist)^ 
so erkalt man^ wenn die Bedingung (1) erfiillt ist: 


Oder: 

mitkin: 


I , I ^ / 2 m — 1 \ __ 1 (2 '»i) 1 

I ^2m I ^ \ _ 1 j — Y j 

1 

r 1 ^2m I = 2m, ~ 1 f ^rti * 

y2 


(«!)“ 


Nun ist (vgl. Art. 259): 


mitkin: 


1 


lim 

111 — CO 


{m I) 
m 


i 

7^ 


lim 


(2 m !) 


1 

27ft 


2 m 


lim 

m = 00 


(2 m!) 

j 

{m\Y 


i- 

2 nt 
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ferner isfc: 

lim®y2 = 1. 

W — CO 

Da iiberdies (Art. 113): 



lim == 1 

m= 00 

ist^ so ergibt sicb daraus: 



lim \ ^ 

tn — CO 

folglicb: 

^ 

lim 

m = CO 

Dieser Grenzwert kann aber liberbaiipt nicbt groBer als 2 sein 
(vgl. Art. 377), also: 

Im = 2, 

m = CO 

womit die Bebanptnng erwiesen ist. 

380, Um zii erkennen, ob ein Punkt singular ist, bietet sick 
nock eine andre Metkode, die wegen der Folgerungen dargelegt zu 
werden yerdient, zn denen sie AnlaB gibt. 

Wir setzen den Konyergenzradius wiederum = 1 yoraus imd 
untersucken, ob der Punkt a? = 1 singular ist. 

Zu diesem Zwecke nekmen wir einen reellen Wert /3 an, der 
positiy und kleiner als 1 ist; der Punkt 1 wird dann singular oder 
nickt singular sein, je nackdem die in bezug auf den Punkt /3 trans- 
formierte Reike einen Konyergenzradius besitzt, der gleick oder groBer 
ist als 1 — /3, oder auck (Art. 113), je nackdem fiir die Koeffizienten 

a'j, dieser Reike lim '^1 a'm | = oder < -r-;^ ist. Die Frage ist 

iU — os r r 

auf diese Weise zwar tkeoretisck erledigt; allein, da: 

CO 

;*=o 


/‘Wl -j— 

\ m / 


ist, so, erkebt sick insofern eine wesentlicke Sckwierigkeit, als am 
yon einer unendlicken Anzakl yon Koeffizienten der gegebenen Reike 
abhangig ist. Diese Sckwierigkeit laBt sick indessen umgeken, weil 
sick ja der Ausdruck fiir durck die Summe einer endlicken Anzakl 
yon Gliedern ersetzen laBt, okne daB sick seine obere Grenze yerandert. 

26'*' 
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Wir setzen, wie bisher, ( j = cc;,. Da der Konvergenzradius 
der gegebenen Reibe 1 ist, so gilt fiir jedes hinreichend groBe h: 

«,<(! + af. 

Beachten wir fernery dafi ^ eia Glied der Entwickluag 

von (771 -f isty so ist; 

/m + M ^ (m + 

also: 

(" 1 ‘) «»t ./i* < . 

woflir man anch scbreiben kann: 

vny..j‘ < (1 + .) (1 + A) [d +.)(!+ 'D^- 

Wir denken uns jetzt s so gewablt, daB (1 + a) /J < 1 wird. 
Nebmen wir nun eine Grofie h so an^ daB: 

(l + s)^<7c<l 

ist, so lafit sick eine GroBe JS von der Art angeben, daB fiir jedes 
~>H: 

7)1 

(1 + «) (l + y) /3 < /,• 

wird, Tind ebenso eiae GroBe H' von der Art, daB ftir jedes ^ ^ H': 


(l + s)(l + A)i5:<.‘ 


wird ^). Man hat dann fiir ein hinreichend groBes - : 


1) Setzen wix zur Abkurzung \ so ist: 




1st nun <[ 1, V eine bestimmte positive G-rSfie, und nirumt man eine Griifie I 
derart an, dafi so ist fiir ein hinreichend groBes n: 


(n + v)h^ 
nJc^ 
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und tinter der Voraussetzung, daB die soeben bmgesclirieberLe TJel- 
gleiebung fiir jedes Ji ^ n gilt: 

+ Ji 


2 (“D <2 - 


2A 


'ni n -{- i' 


-h £)“+«+»/3«+' = 


I *) (1 +«)'" + 4^) (i + .)■••(>+ s^)(i + «)•>< 

< (4>)‘| [(1 + -•) (1 + (4fr| (4?)’?^.' 

woraus folgt: 




Rk C _A_ ..1-. . 

m + £K i_a- 


Daraus ergibt sicb (Art. 118), daB die beiden Grenzwerte: 


limVia' 


i. H„i/ 2( 


'm -f- Jv 

m / ^ 




• 11 
WO sich n zugleicb mit m andert, zugleieb = YZrp ^xZl~h 

381. Das gewonnene Ergebnis fdhrt; ganz abgeseEen daYOiij daB 
es die Losimg unserer Aufgabe erleicbtert^ zur Bildung yon Potenz- 
xeiben mit vorgegebenen Singnlaritaten^). 


folglicb: 


{^h — |— 


.n-f-Sr 


'<l\ 


nsw. Es nimmt daber nk^ ab, sob aid n iiber einen bestiminten Grenzwert hinaast 
wachst; Diimmt ferner n lam v ^ 2v ^ dv ^ •• zu, so nimmt nJc^ raschei als die 

Glieder einer fallenden geometrischen Eeibe ab, strebt also dex Null zu. 

1) Durcb diese Eassung soil nicht etwa ansgescblossen sein, dafi die Iteike 
aufier den vorgegebenen Singnlaxitaten noch andre babe; diesei Fall tritt z. B. 
sogar notwendigerweise ein, wenn die vorgegebenen singularen Pimkte eine nicbt 
abgeschlossene Menge bilden. 
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Wir setzen der Eiirze lialber: 


1 

2 

h~Q 




Hat die Reihe ^ dea singularen Punkt x^l, so hat die 

h=^0 

00 

Reihe ^ in der a,, = ist, den singularen Punkt x = c'"'. 

h = 0 

Wah.lt maa aaf dem nach diesem singularen Punkt geheadca Radius 
den Punkt und bildet man den entspreckenden Ausdruck a,',,, 

so ist, wie man leicht siebt, \cLi„ \ — \ d,'„\. Da ferner nach der ge- 
maehten Voraussetzung: 

lim 'y\a''n \ = 

m = cp • 

ist, so koanea wir auf uneadlich viele Weisea derartige Folgea: 

( 1 ) 

fiuden, dafi die Folge der w-tea Wurzeln der ahsoluten Betrage der 

Glieder den Wert --^— 7 ; zar Greaze hat. Es seien nua auf dem 
1 — /) 

Koavergenzkreise r Punkte • • •, gegeben, die siagulilre 

Punkte der zu bildeadea Reihe seia sollea. Wir bilden, falls es 
moglich ist, aus dea Koeffizieatea der gegebenea Reihe t Folgea (1), 
die wir Sj, aenaea wollea, und zwar so, daB je zwei derselbea 

keia gemeinsames Element besitzea. Werdea saaitliche in vorkom- 
meaden Koeffizieatea niit multipliziert, so hesitzt die Summe 

der so gebildeten Reihen offenhar die verlangtea singularen Punkte. 

Ebenso yerfahrt man, wenn die Menge der gegebenen Punkte, 
nicht endlich, sondern abzahlhar ist. Ist diese Menge im besonderen 
anf dem ganzen Konvergenzkreise iiberall dicht, so erhalten wir eine 
Reihe, fiir welche samtliche Punkte des Umfangs des Konvergenz- 
kreises singular sind. 

Kehmen wir z. B. die Reihe ^ die den singularen Punkt 

h-O 

.-r == 1 hat, und yersuchen wir, aus ihr eine Reihe mit den singularen 
Punkten ^ • • •, herzuleiten. Wir zerlegen die Reihe in die 
Summe yon r Reihen P^, Pg, • • *, P^, wo P^ die Glieder von der 
Beschaffenheit enthalt, daB die hochste im Exponenten voa x ent- 
haltene Poteaz yon 2 einen Exponenten hat, der nach dem Modul r 
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kongruent zu s ist. Jede dieser Eeihen kat den KonYergenzradins 1 
nnd folglick (Art. 376) den singularen Punkt x = 1] es lassen sick 
daker aus den Koeffizienten dieser einzelnen Reiken Folgen mit 

der gemeinsamen Grrenze bilden. Multipliziert man nun die 

Glieder Yon P^. mit den entspreckenden Potenzen von so be- 

sitzt offenbar die entstekende Reike den singularen Punkt folg- 
lick besitzt die Summe der so gewonnenen Reiken die verlangten 

singularen Punkte. Ist z. B. = ^ so sind die gegebenen Punkte 

die Ecken eines regelmaBigen ;^-ecks, von dem eine Ecke x = 1 ist^ 

00 ^ 7 t I kq 

uiid die Reike laBt sick ^ sckreiben, wo 2^ die kockste in 

^ = 0 

li entkaltene Potenz von 2 ist. 


Zerlegen wir dagegen dieselbe Reike '^x!^ in unendlick Yiele 

;^=o 

Reiken Pq, P^j • • •, wo P^ die Gesamtkeit der Glieder ist^ deren 
Exponent durck 2% nickt aber durck 2*+^ teilbar ist, und multipli- 
zieren wir, falls co eine zu 23r inkommensurable GroBe ist, die Glieder 
Yon P^ mit den entspreckenden Potenzen von so sind fiir die 

nun gewonnene Reike alle Punkte singulare Punkte; da diese 
aber auf dem Konvergenzfcreise iiberall dickt sind, so sind alle Punkte 
dieses Kreises singular. 


382. Aus diesen Darlegungen lassen sick nock weitere Polge- 
rungen zieken. 

00 

Nekmen wir an, die Reike ^ besitze auf einem Bogen 

;i = o 

ikres Konvergeuzkreises, die Grenzpunkte eingescklossen, keine Singu- 
laritat, so muB sick auf dem diesen Bogen kalbierenden Radius ein 
solcker Punkt h finden lassen, daB der KonYergenzkreis der in bezug 
auf den Punkt h transformierten Reike die Punkte p, q einscklieBt. 
Das kann nack dem Vorkergekenden durck die folgende Bedingungs- 
gleickung: 

limyy^ < 

j/i = CO Jr t 


ausgedruckt werden, wo: 

n~l 

h^O ' 
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Es mogen nun unencllicli viele PotenzreilierL: 

00 

'$>•(«) (>• = !, 2 , ■•.) 

771 = 0 

vorKegen^ die nacksteliende Eigenscliaften besitzen: 

a) Ibr Konvergenzradins ist gleieb I5 

b) Sie besitzen auf eineni bestimmten Bogen ibres Konvergenz- 
kreises keine Singularitat^ so da6 die Beziebung: 

0) 

7/1 = CO i ^ Jr I 

filr jeden Wert Yor r gilt; 

c) Fiir jedes m und fiir jedes li < n, wo n in bestimmter Weise 
Yon m abbangig ist, bat man: 

\ a . r/, ! 7m + h 

I 1 , 771 + 7* m i-?t \ ^ ^ ; 

■wo I eine bestimmte positive GroBe bedeutet, die kleiner als 1 ist; 
iaWorten: ist Tangente an ?(5„(a:) langs des Beriibrnngs- 

polynomes^^ = 0„(a;), wo n„ der Wert von n ist, 

^ der dem in Betracbt kommenden Werte m entspricbt; 

d) wacbst oder nimmt wenigstens nicbt ab, solange m wachst 
(soUte dies nicbt der Pall sein, so ist es immer erlaubt, zweck- 
maBig zu yergroBern); ferner ist: 

(2) limy^==li). 

777 = 00 

Bildet man ans Gliedern, die man aus den verschiedenen Be- 
riilirmigspolynomen beliebig berausgreift, eine Beihe: 

00 

so verhalt sicli auct diese Eeike, welche die Einh-ullende der 
gegebenen Reibenfamilie genannt werden moge, auf dem Bogen pq 
regular. 


1) Einige weitere von Lean (244) anfgestellte Eigenschaften sind ftonnsere 
Betracntungen entbehrlich. 
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Setzen wir = so gehort der Koeffizient dem Be- 
riihruiigspolyiiome an, mitMn ist r^li<Cr + n/^ man kann 

ferner schreiben: 

~ A ~ h = (®r, A ~ ;j + 

+ i^r-l.h ~ ®/-2, a) + 1" (®m + l, A ~ ®m, a) ? 

wobei }yi derartig vorausgesetzt wird^ daB r'^m^ A < w + ist* 
^ ^ ‘ ‘ A ^ 'r > r — 1 > • ■ •; so gilt fiir ein das 

niciit groBer als r imd nicht kleiner als m ist: 

Ic ll Ic -j” ^ 

folglich gehoren samtliclie Koeffizienten Berubrnngspolynomen an* 
Daraiis folgt: 

i «A+i,A — %■ A I < V‘ (1 = 
imd somit: 

1 ^A - A i < (»• - «') ^ Q>' - 

Nun ist: 

~ ^ ^ ^ (^'7n + ; , ?n 4- ? 


mithin; wenn wir | & | = /3 setzen : 

- ^ j =0 


; = o 




Daraus folgt wegen (2): 

litO. 'j/ [ (l/2i ^ ~o 7 

'in. = cc • 


nimmt man aber: 
so ist: 


folglicb: 

(3) 


^<hrv 


7 


lim y \a'm — «m.ml < ^ ^ I 5 _p~| ■ 
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Da scUieBlich = a','n,m + (<*« — ist, so folgt aus (1), (3) 

(Art. 118): 

limy|a;:|<ry^|, 

77? = CO I ^ -t 1 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Der dargelegte Satz gibt zu mteressanteii Anwendungen AnlaB^ 
die aber bier -arierortert bleiben miissen^). 

2. Frage. 

383. Weim wir fragen, ob bestimmte Bedingungen erfiillt sein 
mussen, damit samtbcbe Punbte des Umfangs des Konvorgenzkreises 
singular sind, so erfordert scbon die Fassung der Frage an sieb 
eine vorausgebende Erorterung. Borel, Fabry und Priiigsbeim baben 
gezeigt, dab diejenigen Potenzreiben die allgemeineron sind, 
in deneu samtlicbs Punkte des XJmfangs des Konvergcnz- 
kreises singular sind, ni. a. W., dab, damit nicbt alle Punkte 
des Konvergenzkreises singular sind, gewisse Relationen 
zwiscben den Koeffizienfcen gelten miissen/*^) Diese Bebauptimg 
ist in dieser Form gerade unbestimmt genug, um Bedenken zu er- 
regen. Anscbeinend iiiuBten ja, weil jede Potenzreibe in j: eine 
analytiscbe Funktion erzeugt, den allgemeineren ileibeu aucli die 
allgemeineren Funktionen entsprecben, wabrend man dock andrerseits 
nicbt diejenigen Funktionen als die allgemeineren anseben Icann, dereu 
Esistenzbereicb kreisformige Gestalt bat, sonderu eber diejenigou, 
deren singulare Punkte in vollig beliebiger Weise ilber die Ebene 
Terteilt sind. Wenden wir ferner auf eine Potenzreibe von besagter 
Art die Transformation: 


c — 3 

an, wo c beliebig ist, so verwandelt sie sicb in eine Funktion von 

1) Lean 244. 

2) Eine sol eke Bekauptung mtibte um so befremdender erscbciiieu, als 
alle laugst bekarmten elementareu Funktionen in der ganzen Gbeiio, einzolne 
Punkte kbekstens ausgenommen, existieren. Es kat sick kier wiodcrkolt, was 
in der Analysis schon mekrtack gesebeken ist: wilkrend man von vorrikerein 
annahm, alle Funktionen liefien sick integrieren, differcntiicren usw., weifi man 
jetzt, dak eine vollig allgem eine Funktion weder integriert nocb differentiiert 
werden kann, daB sie vielmekr, um diese Eigensekaften zii kesitzen, gewiason 
Sonderbedingungen geniigen muJS. Was die Matbematiker in dem cinen Falle 
wie im andern irregeleitet bat, ist der Umstand, daB alle Funktionen, die 
in den gewbknlicken matkematiseken Untersuckungen vorkamen, zuFiilligexweise 
den angedeuteten Bedingungen genugten. 



tlber die singularen Piinkte der analytischen Fanktionen. 


411 


deren Existenzbereick eine Halbebene ist; als allgemeinere Funktionen 
muBten wir sonack diejenigeii anseken^ deren Existenzbereick eben 
diese Form kat. Derartige Betracktungen lieBen sick bis ins TJnend- 
licke weiterspinnen. 

Es drangt sick also die Notwendigkeit auf^ dem aufgestekteii 
Satze eine bestimmtere Form zu geben. 

Wir wollen ikn folgendermaBen anssprecken: 

Damit die Menge der singularen Punkte einer Potenz- 
reike nickt au£ dem ganzen Umfange des Konvergenzkreises 
uberall dickt sei (die Reike also eine ilber den Umfang kinaus 
fortsetzbare Funktion erzeuge^)), mussen zwiscken den Koeffi- 
zienten der Potenzreike gewisse Beziekungen stattfinden. 
Priugskeim kat den Satz folgendermaBen bewiesen. 

Es liege eine Potenzreike: 

CO 

Tor, deren Koeffizienten reell und positiv sein nnd die Bedingung. 

lim = 1 

befriedigen mogen. Der Konvergenzradius nickt nur der Reike 
sondern auck jeder Teilreike derselben ist dann genau 1 (Art. 113). 
Wir stellen eine Folge Yon zunekmenden ganzen positiyen Zaklen 
* aufj Yon denen jede ein Vielfackes der Yorkergekenden 
sei, nnd zerlegen 5P(;r) in zwei Reiken; die eine £l(x) bilden wir aus 
den Gliedern^ in welcken als Exponenten mg, • • • anftreten;, die 
andre 91 (a;) aus den tibrigen^ so daB: 

00 

^(£c) = £l(a;) + 91 (a;') + 91 (ic) 

r = 1 

wird. Da die Reike Cl (a;) den Konyergenzradius 1 kat und ikre 
Koeffizienten reell und positiy sind^ so ist fur sie der Punkt x = 1 
ein singularer Punkt (Art. 376). 

Wir sckreiben nun^ indem wir h beliebig annekmen: 

k— 1 OP k— 1 

+ 2j 2 

r — 1 r^k 7 =:! 

1) Wir nebmen bier die analytiscbe Fortsetzung in der engeren 
Weierstrafiscben Fassung. 
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und setzen: 
dann ist: 


= y ; 


CO 

r = k 


CO 

r — k 




WO — ffanze Zahlen sind. Da nun: 

7n^ ^ 


SO ist: 



so daB die Potenzreilie BjXy) (Art. 113) den Konvergenzradius 1 hat; 
ihre Koeffizienten sind aber reell und positiv, mithin ist fiir sie 
(Art. 376) der Punkt ^ = 1 ein singularer Punkt. Daraus folgt, daft 
die Punkte = 1 singulare Punkte der Reihe D^(^t:) und somit 
auch^ fur beliehige Werte Yon der Reihe £i{x) bilden. Nun stellen 
die Punkte x'^k =1 (/j = 1^ 2^ • • •) eine auf der Kreislinie \x \ ^ 1 
uberall dichte Menge dar; mithin sind fur £1(^3:;) alle Punkte dieser 
Kreislinie singulare Punkte. Damit also ^(jr) auf ihrem Konyergenz- 
kreise keine uberall dicbte Menge singularer Punkte babe, mtissen 
die Singularitaten Ton 9ft (ii;) offenbar die you Cl{x) teilweise aufbeben 
und infolgedessen zwischeji den Koeffizienten der beiden ReiheU; oder 
was dasselbe ist^ zwischen den Koeffizienten der Reihe ^(^3:?) gewisse 
Beziehungen Yorhanden sein; findet das jedoch nicht statt^ so sind 
fiir die betrachtete Reihe samtliche Punkte des Umfangs des Konyer- 
genzkreises singulare Punkte. 

Auf Grrund des eben bewiesenen Satzes muB die Passung der 
Prage, die uns bier beschaftigt^ dahin abgeandert werden: Es 
sollen Typen yon Potenzreiben aufgestellt werden^ fiir 
welche samtlicbe Punkte der Peripherie des Konyergenz- 
kreises singular sind.^) 

Dazu moge bier nur bemerkt werden^ daB sicb ein soldier Typus 
bereits aus den eben gebotenen Darlegungen ergibt^ und zwar der- 


1) Sie deckt sick in dieser Fassung zum Teil mit der ersteu Frage. 
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jenige der Potenzreilien von der Form mit dem Konvergenz- 

? = 1 ^ 

radius 1^ wo fiir jeden Wert von r ein Vielfaclies von ist 

und die Koefdzienten reell mid positiv sind. 


3. Frage. 

384. Es sei eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius q 
gegeben. Wie sicli in den Punkten des Umfangs des Konver- 

genzkreises q verhalt^ dartiber laBt sick im allgemeinen nicbts sagen; 
man wei6 nur^ dafi ^(x) anf diesem Kreise mindestens einen singu- 
laren Punkt besitzt. Aus den vorgetragenen Tbeorien erkellt aber 
keine unmittelbare Beziehung zwiscben dem Singular- oder Nickt- 
singularsein eines Punktes g des Konvergenzkreises und der Konvergenz 
Oder KTiclitkonvergenz der Reihe fiir x = C’^ es ist daber von 

Interesse zu untersuchen^ ob eine solclie Beziehung bestekt oder nickt. 
In dieser Hinsickt woUen wir zunackst zeigen^ wie sick eine Potenz- 
reike 5)3 (^r) von der Art bilden Tafit; dafi alle Punkte ikres Konvergenz- 
kreises singulare Punkte sind, wakrend die Reike selbst und ikre samt- 
licken Ableitungen in alien diesen Punkten konvergieren. 

Es sei: 


(1) 




% 


wo die positive GroBen von der Beschaffenheit sind, daB 

A = 1 

konvergiert, a aber eine reelle GroBe bedeutet, die gi’oBer als 1 ist, 
wakrend • gauze positive Zaklen vorstellen, von denen jede 

ein Vielfackes der vorkergekenden ist. Die Reike (1) konvergiert fur 
1^1 ^ es ist namlick: 


mitkin: 


a — I ^ a — I ir ^ a — I ^ I ^ — 1 , 



CO 





Perner konvergiert die Reike (1) gleickmaBig innerkalb jedes mit 
einem Radius q'<. 1 urn den Anfangspunkt besckriebenen Kreises. Es 
laBt sick namlick nack Annakme eines willkurlicken a eine Zakl n so 
bestimmen, daB: 

oo 

^ a^<(a- q)6 

h^n 
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wird; nun ist fur j j ^ ()^* 


mitlim: 


a ~ x^‘h \ '^a — \x\‘^'i‘-'^a—\x\'^a — Q , 



, h=n 



a . 


Daraus folgt^ da6 der Konvergenzradius der durch den aritE- 
metisciien Ausdruck F(^x) in der Umgebung des Anfangspunktes 
dargestellten Potenzreike mindestens gleick 1 ist. Man erhalt 

diese Reihe dadurch^ daB man jedes Griied von (1) in eine Potenzreihe 
entwickelt und den Hilfssatz von WeierstraB anwendet; ilire Koeffi- 
zienten sind offenbar reelle positive Zahlen. Wir werden nachweisen^ 
daB der Konvergenzradius von genau gleich 1 ist. 

Wir scbreiben: 


( 2 ) 


OD (V) 

a — X ^ a 


H 


wo der oben angebracbte Index 6‘ das Fehlen des li s entsprecben- 
den GHedes anzeigt. Entwickelt man die beiden Glieder der recbten 
Seite von (2) in Potenzreiben erbalt man: 

da ferner die Koeffizienten von und recll und positiv 

sindj so sind die Koeffizienten von $(^‘) gleicb oder groBer als die 
entsprecbenden von und der Konvergenzradius von 

ist somit gleicb oder kleiner als die Konvergenzradien dieser beiden 

1 

Reiben. Nun ist der Konvergenzradius von gleicb 

folglicb ist fiir jeden Wert von 5 : 

j. 

Q ^ 5 


wacbst nun aber s unbegrenzt, so wacbst aucb unbegrenzt^ und 

nabert sieb der Eins^ so daB p ^ 1 wird. Man kann daber 
scblieBen, daB der Konvergenzradius von gleicb^ 1 ist. 

Daraus folgt (Art.376)j, daB x—1 ein singularer Punkt von ^(a;) ist. 
Die Reibe: 




A = *+l 


a — ^ 
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wo /b beliebig ist, laBt sicli in eine Potenzreibe umwandeln^, 

deren KonyergenzradmSj wie sich ganz in derselben Weise wie oben 
zeigen laBt^ gleicb. 1 ist. Beachten wir nun^ dafi der Vorans- 

setzimg nach fiir jeden beliebigen Wert Yon Ji durcli teilbar ist^ 
so erbalten wir: 


®(x) 


^2; 


+ k 




2 - 


^’'k + h 


^>^k+7i 

-y WiA: 


^{y), 


WO die GrroBen ganze positive Zablen sind^ die mit li unbegrenzt 
wacbsen^ und y = ist. 

Die Punktion die von derselben Natur ist wie wird 

in eine Potenzreibe ©(^) transformiert, deren Koeffizienten positiv 
sind and deren Konyergenzradins 1 ist, wabrend der Pnnkt ^ = 1 fiir 
sie ein singnlarer Pnnkt ist; mitbin sind fiir 9ft (^c) alle Pnnkte sin- 
gular, die dnrcb die Grleicbnng 1 gegeben sind, d. b. die Punkte: 


( 3 ) 


'2 7ti Ani ^ ^ ' 

1 , , • • •, e 


In diesen Pnnkten verbalt sicb die DifPerenz '^(x) — deren 

J 

Konyergenzradins a''‘'k > 1 ist, regular; sie sind somit fiir jedes be- 
liebige k singulare Punkte der Reihe ^(rr). 

Die Menge der alien moglicben Werten von k entsprecbenden 
Punkte (3) ist anf dem ganzen Einbeitskreise tiberall dicbt, folglicb 
sind samtlicbe Punkte dieses Kreises singulare Punkte der Reibe 
die desbalb nicbt tiber den Einbeitskreis binaus fortsetzbar ist. 
Wie scbon bemerkt, erbalt man die Reibe aus (1), indem 

man fiir jedes Glied — — seine Entwicklung: 

a — X k 


r=0 

einsetzt und nacb Potenzen von x ordnet. Da sicb nun (1) fiir 
positive Werte von x, die niebt groBer sind als 1, aus positiven 
Gliedern zusammensetzt, die Entwicklungen aber, die an Stelle der 
einzelnen Glieder treten, gleicbfalls aus lauter positiven Gliedern be- 
stel^en, so ist die durcb die Substitution gewonnene Reibe fiir a; ^ 1 
absolut konvergent; also ist es aucb die Reibe die man daraus- 
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durcli Umstellung ihrer GHieder erhalt. Da schlieBlieh die Koeffi- 
zienten der fQr a; = 1 konvergenten Reihe ip(a;) samtlick positiv sind, 
so konvergiert ^(a:) aucli fiir jedes x voni absoluten Betrage 1, d. b. 
in jedem Punkte des TJmfangs des Eiulieitskreises. 

Unterwirft man die flj weiteren Bedingnngen, so kann man es 
dabin bringen, daB aucb samtlielie Ableitungen von 5|5(a:) bangs dieser 
Kreislinie konvergent sind. 

Wird jedes Glied Ton (1) in einfaehe Brucke zerlegt und mit 
eine primitiTe Einbeitswurzel wi^^-ten Grades bezeicbnet, so hat man:*) 


h=i 




daraus ergibt sioh, da die gliedweise Derivation zulassig ist^ fiir 
F^^\x) der Ausdruck: 




tUj — 1 

rH-2^ ( _L\’‘+* 

m^a '% \a! — 


I) Hat man den rationalen Brucli^-— wo: 


t=i 

ist, Tind setzt man samtlicke als voneinander versckieden vorans, so isb die 
2erlegnng in einfaclie Briiclie dnrcli folgende Formel gegoben: 

m 

/M = y t&- 

<f{x) 

In nnserm Falle ist: 


a — — a 


:also: 


f{x) = — a, „ 


jdarans folgt: 


9(^) 


== — ct = JJ^ \a; — a^h ) • 

^ = o 


■a — 


h ‘ 

2 






h 

■ i = 0 




mf,a 
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Nun ist einerseits fiir I ^ 1 : 


X — I ^ . 1 , 


andrerseits fiir jede positive Zalil Ici 

also im besonderen fiir h = — Is: a : 


darans folgt: 


und demnacb: 




«“/i — 1 > — Ig a ; 


X — a\ a"“‘h > — Ig a 






I “/i 






Unterwerfen wir die der Bedingung: 


% < ; 


SO erbalten wir: 


Es ist aber: 




2.-ri.T2^-. + 2^-.--.' 

JiTzX 7i = 1 h~ir->r^ 




ist die letzte Reibe konvergent, da: 




ist, folglicb konvergiert aucb die Reihe Daraus folgt, 


Vivanti, Theorie der emdeutxgen analytisclion ITunktionen 
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da6 fur jedes x Torn absoluten Betrage ^ 1 eiuen endlicBeii Wert 

besitzt. Auf dieselbe Weise wie oben scblieBt man darauS; daB 
fur jedes x vom absoluten Betrage ^ 1 absolut konyergiert. 

Wir baben also eine Potenzreihe gebildet, die samt ibren Ab- 
leitungen in aEen Punkten des Umfangs des Konyergenzla'eises ab- 
solut konyergiert und fiir welcbe dennocb alle diese Punkte singulare 
Punkte sind. 

385. Ein weit einfacberes Beispiel einer Reibe^ die lungs der 
ganzen Peripberie ibres Konyergenzkreises absolut konyergiert^ obne 
daB indes ibre Ableitungen konyergent sind, ist folgendes: 



h-i 


diese Reibe bat den Konyergenzradius 1 und konyergiert absolut fiir 
I a; j = 1. 

Von grofierem Interesse ist es, an einem Beispiele zu zeigen, daB 
es Reiben gibt, die zwar in alien Punkten des Konyergenzkreises^ 
aber nicbt absolut konyergieren. 

Von solcber Art ist die Reibe: 

( 1 ) 

h^l 

wo E(t) wie gewobnlicb das groBte in der positiyen Zabl t entbaltene 
Ganze bezeicbnet. 

Wir scbreiben der Kiirze balber: 

n 

h-1 

Offenbar hat man: 

^, = -1 ftir (2^-l)^^/»^(27cy-l I 
£, = + lftlr (27;7^;j^(27;+ 
mitlim fiir (2A; - 1)^ 7;, ^ (27;)^ - 1 : 

— — 7-|-9 — ■■•-j-(47tj — 3) — — (27(/ — 1)^) “ 

= 2(7: - 1) _ (7i+ 1 _ (27: - 1)^) = 47c2_ 27: - 2 - h-, 
fur (27:)^^ 7i ^ (27:+ 1)®— 1: 

0, 3 + 6-7 + 9 (47:-1) + (7i + 1-(27:)^) = 

= - (271:+ 1) + (7j + 1 - (27:)*) 47:* - 27: + h. 
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Es I'st insbesondere: 

= “■ (2^^ + 1); = 2Z; — 2 . 

Daraus folgt in den beiden Fallen: 

<7;^ 4^® — 2 — 2 — h Cj^ — — 2k-\-li 

^ ^ yTi~ yi ^ 

Betrachten wir zunacbst die erste Formel (2). Wacbst h you 
{21c — 1)^— 1 an, so ist znerst positiv nnd abnebmend; fiir: 

A^(2Z;-iy+2^-3 

wird -^ < 0, nnd, wenn man scbreibt: 

yh 

SO ersiebt man, daB zngleicb mit h znnimmt. Eine analogs 

yti 

Scblufiweise gilt fur die zweite Formel (2). Man kann daber scbliefien, 
dafi die Maximalwerte von i i fiir: 


I > i fur: 


(. = 2,3,...) 


auftreten. Da aber: 


-1 


I 2 Ic — j~ 1 “I / 2 -j- 1 

1 I ~ ~ ' "ih—i ’ 

_ I = ^ = 1 A— ^ 

1 ! l/(2b — 1)*— 1 y ^ ' 


so folgt: 


mitFin: 


1)- — i ! ■)/(2b — 1)®- 


lim =1, 

A = 00 ! yh 


lim ^^ = 0. 

h = <» ^ 


Liegt andrerseits allgeniein die Summe vor und wird: 


2 


27 
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gesetzt^ so kann man identisch sckreiben: 


71 — 1 


( 5 ) 


ft ft =2 - ft+i) + «»ft • 

A = 1 /< = 1 

Setzt man insbesondere Qh~ y; erhalt man daraus: 

/i = i h = i A = i 

und somit wegen (4): 


L . 

(/t H- 1) ^ n ' 


^ 7z ^ 7t(/i + i) y/T 7^-il 


h~i 


CO ^ 

Mit Riicksicht anf (3) ergibt sick nun, da ja 2 3 konvergierfc 

CO g A = 1 

daJB auck 2 ^ konvergent ist. 

h = i " 

Dies Yoransgesckickt; wollen wir jetzt beweisen^ da 6 die Reike (1) 
fiir jedes x vom absoluten Betrage 1 konvergiert. 

Aus der Identitat (5) ergibt sick: 

2 T = 2 (* + + • • • + Gi ~ h "+ 1 ) + (^ + *" + ■■■ + ’ 

A = 1 A = 3 

also fur x^l: 

Iti) + 

h-1 U=i ' ^ 

und kierans, wenn man beacktet, da6 lim ==-0 ist : 


h = l A = 1 




1 \ ^ 
h 4“ 1 / 


Da aber \1 — ^2 ist fiir jedes \x \ == 1 und fur jedes be- 

liebige It, so ist die Konyergenz der links stekenden Reike erwiesen, 
sobald wir zeigen konnen^ daB: 


1) Cesaro-Kowalewski, a a. 0., S. 139. 
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00 

//=2’ 


/i+ 1 


konvergiei’t. Bemerken wir dazu, daft und stets dasselbe Vor- 
zeiclien liaberi, auBer wenn: 

h^r-l (r = 2,3, ■•■) 

istj so ergibt sicb^ indeni wir die AusschlieBmig dieser Werte von h 
durcla oiuen Strieh anzeigen: 


nun ist aber: 


folglicli: 


ugr+i) +2 (r^ -1 + i) ; 

,.3 > ,.2 _ 1 > (j. _ ly^ 

CO 00 i/3 

'Vi 


h-1 


}t = l 


k - - - 


woniit die Konvcrgeuz von H, und folglich die der Reihe (1), er- 
wiesen ist. 

DaB diese b^tzte lleibe lur I x | == I nickt aucli absolut konvergent 
ist; geht okne weiteres ans der Tatsache liervor; daB die ans den 
absoluten Betragen ibrer Glieder gebildete Reibe , die barmoniscbe 
Reihe ist; die bekanntlich divergieri 

Wir beabsicbtigen jetzt; im allgemeinen zu untersucben; 
unter welcben Bedingungen eine Potenzreibe in einem Punkte des 
Umfangs ibres Konvergenzkreises konvergiert. 

Wir setzen, wie wir es ofter getan babeU; den Konvergeiiz- 
radins = 1. 

Um das gewiinscbte Ziel zu erreicheU; mtissen wir erst in diesem 

and in den folgenden Artikeln einige Satze voransscbicken. 

00 

Ist konvergent; so bat man: 

h-o 

oo CO 

e = l/i = 0 4 = 0 


WO Q reell und zunebmend angenommen wird. 
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Aus der Identitat (5) des Torigen Artikels folgt fiir beliebige 
n nnd 

- 9”"^) + K + «»+.) + • • • 

+ K + • • • + 

+ («« + ®« + l -I ^ ®n+p-l + 

Nun laBt sicb die Zahl n wegen der Konvergenz der Reibe 

oo 

Ojj so "wablenj dafi samtlicbe Grrdfien. 

a„, «„ + ««+!; ■••» «■„ + «.+!+ + 

«« + ««+l ^ 

fur beliebige $ absolut kleiner sind als eine Torgegebene GroiJe 0; 
beacbtet man ferner, da6 die Differenzen q '‘ - ^ wegen p < 1 samtbcli 

positiv sind, so erbalt man aus obiger Gleicbung: 

yci,Q^ <^[{9^ - + • ■ ■ 

4- 4- P''+J'] = 0?" < dj 

CO 

womit die gleichmaBige Konrergenz Ton^^a,.?* fiir jedes p < 1 be- 
wiesen ist* 

Wir schreiben demnach: 

h-0 h = 0 h=^n 




0 und 


wo wir uns n wie vorbin so gewablt denken, daB 
fiir jedes p < 1 auBerdem ^ ^ stetige 

h — n A — 0 

Funktion von g ist, so konnen wir g immer so nabe an 1 wablen, daB: 


W — l 


w — 1 


HQ 




h-a A=o 

wird. Wir baben alsdann fiir ein bimreicbend nabe an 1 gelegenes g: 


A = 0 


A = 0 
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Oder, was ja bewiesen werden sollte: 

00 00 

e = i/,=o A=o 

Schreiben wir aiistatt wo x einen Punkt des Urnfangs 
dos Koiiyergenzkreises bezeiebnet, so baben wir den Satz: 

oo 

Konvergiert fiir einen Punkt x des Unifangs 

h-d 

des Konyergeuzkreises, so ist: 

oo 00 

lim ^ a,. (^» xy = ^af^oi^‘. 

(> = l;i = 0 /^=o 

387, Die Umkebrung des yorstebenden Satzes ist niebt all- 
gemein gultig-, indessen laBt sicb doch folgender Satz beweisen, 
wobei wir eine Reibe eigentlicb diyergent nennen, sobald von 
den beiden aus den reellen, bez. imaginaren Bestandteilen ibrer Glieder 

gebildeten Reiben wenigstens eine diyergiert: 

00 

Ist die Reibe far einen Punkt des Umfangs 

/t = 0 

ibres Koiiyergenzkreises eigentlicb diyergent, so gilt: 

00 

lim^a^X^^y == oo. 

Offenbar geniigt es nachzuweisen (ygl. den yorigen Art.), daB, wenn 

00 

eigentlicb diyergiert: 

CO 

lim^ = CX5 
e=5 A=o 

ist. <x 

Es sei = jPa + Hhj moge die Reibe diyergieren. 

h = K> 

Htrebt ihre Summe, urn einen bestimmten Fall ins Auge zn fassen, 
(lev Grenze + oo zu, so laBt sicb ein Index M von der Art angeben, 
dab die Summen: 
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fill jedes Ti ^ M samtlicli positiv sind. Bezeiclmen wii* die uatere 
Grenze der GroBeii s^, h+u ''' demimcli /^, > 0 fiir 

Jf; aus der Identitat (Art 385; (5)): 


V, 


tn— 1 

V, 


^ Pk ^ h (?" - 9 " + 0 + 2 ■" ') + > 

A = 0 h-Q h = ni 

WO m ^ M voransgesetzt wird; ergibt sicli alsdann fiir jedes n: 

n 

2 > ''o (1 - <>"‘) + 

/i = 0 

mitlain; 

+ wenn \<Q. 

Mmmt man q > so hat man (Art. 144): 

mithin : 


(>+sJ 


1 ^ e 






; wenn 1^ ^ 0, 


\k + ~^ L: wenn < 0. 

Nun wachst unbegrenzt, wenn m unbegrenzt wachst odor ^ der 

n 

Grenze 1 zustrebt; mithin wachst auch unter denselben Um- 

A = 0 

standen unbegrenzt, und man kann schreiben: 


woraus folgt; 


lim = oo, 

e = 1 // = 0 


lim ^ = oo . 

//=o 


388. Konvergiert^a;^' fiir alle der Bedingung |a;l < 


/z = 0 


geniigenden Werte ron x, so ist fiir alle diese Werte: 

00 oo 


At 

Ji-Q 


;i = o 


( 1 ) 
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(2) ^ a,^ ^ s,, i/' + (1 .r) ^ s,, , 

/i=i «=i ^ ^ I 

wo: 

ji h 

4=0 4=0 

ist. CO 

Nmimt man allgemein q'Kq, so konvergiert die Reihe 

7i = 0 

absolut (Art. 110) fiir jedes desseii absoluter Betrag niclit xiber- 
steigt; dasselbe gilt fiir die Reihe: 

V = -r- 
1 — .'{■ ■ 

4 = 0 

Multipliziert man die beideii Reiben luiteinander, so erkillt man: 

CT) cc 

1^2 = 2 > 

h =0 h ~ 0 

eine Relation, die mit (1) iibereinstiinrat. 

00 

Setzt man so ist: 

4 = 0 

r 

4 = 1 

beaclitet man nnn, dab die Reilie ^\x) zugleicb mit konvergent 
ist (Art. Ib4), so erhiilt man darans in derselben Weise wie oben: 




woraus erhellt, daB fiir | a; i < p konvergiert. Dasselbe kaim 

4 = t CO . 

also (Art. 134) von der Intcgralreibe oder, was anf 

oo ^ 

eins binauskommt, von der Reilie folglich auch von 

CO , 4 = i"“ri 

^ und schlieBlich auck von der Integralreike dieser 

4=1^+^ ^ 

letzteren Reike, d. k. von behauptet werden. 
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Beacliten wir nunmekr, daB: 


a. = 


- 1 




ist^ so folgt: 


< 3 ) 2 2 -'IT- ^ = hi-i 


7i-l 

n-1 




4 = 1 
n-1 


~ 2 h {h + 1) ^ h H- 1 


?i = l 


X^. 


Da nun ^s^^x^ konvergiert, so ist: 

A = 0 

lim SnX'^ = 0 


und um so metr: 


lim — - = 0 . 


also: 




+ : 


was mit ( 2 ) ubereinstimmt. 

Wir bemerken ferner, daB aus Grleicbung (B) fiir rt; === 1 folgt: 


( 4 ) 




+ 


hQi + l)^ n 
h-x A =1 ^ ‘ ^ 

389 . Ist lim — = 0 , so bat man: 

V). ' 


lim 
^ = 1 


0 . 


(1 - 9) 2" 

A = 0 

Man kann scbreiben: 

CP n CP 

'S + 2 '■> 


h = 0 


/i = n + 1 
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nun hat man fur ^ < 1 zufolge der Grleichung (1) des vorigeii Artikels: 


Ji = «-4-l 


= 71 + 1 


/i = /i i // = /I + 1 

CO 

= (1 — 


mithin : 


?t=7t + l 




/1 = 0 // = 0 

und infolgedessen: 


h — 71+1 


2 ^ 1 '^7. 1 + kn I + (1 — p) 2 

/i = 0 /< = 0 

71 

Oder, da [ | ^ | aj^ | ist : 


7is=71 + 1 


;i=o 


A = 0 /i = 0 7/ = 71 + 1 ‘ 




Da der Voraussetzung gemaB der Null zustrebt, wenm h un- 
endlich wird, so laBt sich n so groB wahlen, daB fiir jedes h > n: 


<j 


wird, wo 0 eine willkurliche positive GrroBe ist; heachtet man ferner, daB: 


7l = 71 + 1 /l = 1 

so erhalt man aus der gefundenen Ungleichung 


( 1 - 9 ) 2 “'• 9 * 


7t = 0 


< (1 — 9)-^ + 9 o' ^ (1 — 9)-^ + Y ’ 


wo der Kiirze Kalber: 
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gesetzt worden ist. 


1st also ^ > 1 — 


6 

Ya ^ 


so hat man: 


00 

(1- ?) 

// = 0 


< 


eine Ungleiehnngj die unsere Behauptung beweist. 

Setzt man auch hier statt so gewinnt man den Satz: 
Ist fiir ein x Yom absoluten Betrage 1: 


so ist auch: 


lim 
? = iL 


> 1 =^ 7i = 0 

oo 


= 0 


Oder, was dasselbe ist: 

(1) 


lim 
0 = 1 


{x- Qx)'^a;XQxf 

4 = 0 


= 0 . 


Man wird bemerken, daB dieser Fall fiir alle x vom absoluten 
Betrage 1 eintritt, sobald: 


(2j 


i y I 

«=<» A = 0 


lim 


= 0 


ist. Die Pormel (2) und folglich auch die Formel (1) gelten immer^ 

wenn lim == 0 ist^). 

« = 00 


390. Nach alien diesen Vorbereitungen laBt sich folgender Satz 
beweisen: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafixr^ 

00 

daB konyergiert, sind folgende: 

4 = 0 


1) Besitzt die Polge Wj, • • • eine Grenze w, so ist bekanntlich (Cesaro- 
Kowalewski, a. a. 0., S. 98, G^)): 

1 

u — lim — ^ Ur : 

^ = ^ ^ 4 = 1 

es bat aber | | im vorliegenden Falle Null als Grenze, also findct dasselbe ancb 
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I. Wenn sich q nach zunelimenden Werten der Grenze 1 
00 

aalxert, so muB sich einer bestimmteu Grenze nahera^ 


II Setzt man 5;/ = so muB: 


A: = 0 


( 1 ) 


sein. 


lim = 0 

.. = cc 


DaB die erste Bediaguiig iiotwendig ist, erheUt aas dem Satze 

h 

des Art. 386. Setzt man nun wie friiher Sj^ = und bezeichnet 

= 0 00 

mit 6* die Summe der als konvergent Torausgesetzten Reihe 

A = 0 

oder den Grenzwert yon far lim^^ = oo^ so ist zufolge des in der 
letzten Anmei'kung angefuhrten Satzes; 

Es ist aber: 

^0 + H h ~ (^?' + 1) % + H h 2 1 + Ojn~ + 1) — Sn , 

mithin: 


s = lim ^ ) = lim (s„ 

= 00 N ~ -^Z n = cn ' 


Sn n 
n n-\-l 


== 5 — lim 


Sn 


■woraus sich (1) ergibt. 

Um zu beweisen, daB die Bedinguagea L; 11. anch hinreichend 
sind; greifea wir auf (2) in Art. 388 zuriick: 


( 2 ) 


2 = 2 + o --^)2 


;t = i 


A = 1 


Nach I nahert sich wean sich q der Einheit nahert^ 


A = 0 


einer bestimmten endlichen Grenze, die wir mit X bezeichnen wollea, 
Ist aber lim^f,^==0, so folgt (ygl den SchluB des vorigea Artikels): 


lim 
0 = 1 


0- q) 

h = 0 
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setzt man imd beacktet, daB nacb. II. lim 7-“,- . =0 ist. so 

ergibt sick: 


lim 
^ = 1 




A = 0 


-0. 


Die Grleickung (2) liefert uns mitkin: 




^=1^=1 


Nack II. laBt sick fiir jede vorgegebene positive GroBe 6 eine 


Zakl n von der Art bestimmen^ 


< - ftir jedes h'^n wird. 


LaBt man sick q dnrck die Werte -J, • • • kindurck der Einkeit 

nakern nnd nimmt man p = - — ~ an, so erkalt man: 

^ n ’ 

CO n , w ^ 

^ h{h + l)^^^ '^Ji:uh{h+1)\ n ) ^ h{h+l)\ n )’ 


A = 1 


Sh M— ly^ ^ a 1 M — 

+ V“ir'/ ji£i ^ 


7i = 71 -h 1 


7i = 7i + 1 


^ 6 /n — ly^ c fn — + i ^ 6 

^ 2(m + l) ^ V »J / 2(w + 1) \~ n ' ) ^2 


^ A = 71+ 1 

Man kann also sckreiben: 


" = “A=:1 

Wir setzen nnn: 


A = lim ^ wrx 


Sh 


h(Ji + l) 




■^07 


SO daB: 


I == lim A, 


'71 + 1 


ist, nnd zieken die Eormel (4) des Art. 388 keran, die sick folgender- 
maBen sckreiben laBt: 


7? + l 


*^71 + 1 


A=1 A=1 


Sh I Sn -}- 1 

h(h + xj ^ Y+i • 
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Daraus ergibt sich: 


K+i + 


M — lyA S;,-!-! 

V n ) j '^n + 1' 


Nun ist^); 


mitbin: 


p--iy‘=(i_.Ly‘>i_A, 

\ n / \ nj n ’ 


h (h + 1) 


71 ^ 

<1-2 nil ; 


da sich aber j Bach II. der Null nahert, so nahert sich (S. 428^ Anm.) 

1 ^ s' 

auch der Null: man hat daher schlieBlich: 

lim (s«+i - = 0 

71SSCO 

Oder: 


womit die KonYergenz der Reihe erwiesen ist. 


1) Sind /Cg,-*-, hj. r positive GroBen und zwar kleiner als 1,. 
und ist r eine gauze positive Zahl, so kat man; 

/=1 4=1 

wobei das Gleichheitszeicbcn nur fiir r=l gilt. 

Diese Relation gilt augenscheinlicli filr r = 2. Angenommen, sie gelte fur 
r — 1 , es sei also : 

/=l 

so folgt daraus durch Multiplikation mit (^1 — : 

/=! L /=1 J *=1 i=l t=l 

Im besondern hat man fiir = fcg = • • . = = ^ : 


(1 — 1 — rh. 
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391. Setzt man stati: cij^^ wo \ x\ = 1 ist^ so erhillt man don 
Satz: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 

cc 

^ ftir ein x vom absolnten Betrage 1 konyergiert, 

7i = 0 

sind folgende: 

I. Wenn sich q nach zunekmenden Werten der Grrenze 1 

cr. 

nakert^ so mn6 sick einer bestimmten endlicken 

Grenze nakern; 

II. Es muB: 

n 

lim ^ = 0 

w=c« ^ 

sein. 

1st im kesondern lim^?.a^ = 0, so folgt (S. 428, Anm.): 

n = cc 

n 

mitkin gilt (1) fiir jedes x vom aksoluten Betrage 1. Man erkalt 

also den Satz; 

00 

konvergiert, wenn = 0 ist und wenn sick 

ft = 0 TO = CC 

00 

^ctf^{Qxy fiir lim^ = l einer bestimmten endlicken Grenze 

h = 0 

nakert. 


392. Sind alle Punkte des Konyergenzkreises singulare Purikto, 
so kann es sick dennock ereignen, daB die Reike: 


(i;) 


jLi 111 
//=() 


{x — cy 


in einigen von iknen konrergiert* ja, dieser Pall kann sogar fiir 
eine unendlicke, anf dem ganzen Konvergenzkreise iiberall dicktc 
Punktmenge eintreten, wie in dem Beispiele, das wir demnackst ent- 
wickeln werden^). Es muB indessen daranf kingewiesen werden, daB 


1) Pringslieim kat gezeigt, daB alsdam die nntere Grenze der Kon- 
vergenzradien der Eeihe (1) fiir die Punkie irgend eines Bogens des Konvergenz- 
kreises der gegebenen Reihe notwendigerweise Null ist. 
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die Reilie (1); wenn sie aucli formell rait der in bezug auf den 
Punkt c transformierten Reilie zusammenfallt^ gleichwoM nicht als 
solcke bezeichnet werden darf, da sie ja tatsachlicb. nicbt den Wert 
der betrachteten Funktion in der Umgebmig des Punktes c darstellt, 
weil dieser Punkt fiir die Funktion singular ist. 

Es liege der arithmetische Ausdruck: 

oc 

(i>) 

voi’j wo (t eine ganze Zakl bedeutet, die groBer als 1 ist. Wird 
X = u + iv gesetzt, so hat man: 




^ /jfV'' (— J u) 

h! ’ 


und die Reihe der absoluten Betrage der Grlieder Yon -F(^) ist: 

cc 

/; = 0 

Nun kann man nacli Annahme eines willkiirlichen 6 eine Zahl n 
derart bestimmen^ daB: 

h — )} 

wird; andrerseits hat man fur -y ^ 0: 


< 1 . 


mitbin: 




und die Reihe (2) ist in der Halbebene oberhalb der reellen Achse mit 
EinschluB dieser Achse selbst unbedingt und gleichmaBig konvergent. 

Dasselbe laBt sich you alien ihren Ableitungen behaupten. Man 
hat in der Tat: 

00 

F(%x) = 


die lieilie der absolutea Betrage der Glieder ist: 


:2h 




Vi V anti, Thoorie der eindeiitigcn analytisclien Funktionen 
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Vere^leiclit man sie mit der konvergenten Reilie: 


^ nrh — pa^ 

7 ^ = 0 


SO gewinnt man das gewunschte Ergebnis. 

Wir -wolleii jetzt die Entwickliing nach der Taylorschen Reilie 
in der Umgeknng eines Punktes e betracliten. 

Wir werden zeigen^ dafi diese Reihe, unter einer beschrankenden 
Voranssetznng kinsicktlich der ganzen Zahl a, fiir eiiie auf der ganzen 
reellen Acbse iiberall dickte Punktmenge einen Yon Null yerschicdenen, 
ja^ sogar unendlichen Konyergenzradius, fill* eine andre Punktmenge 
derselben Art aber den Konyergeuzradius Null besitzt. 

Wir zieben zunackst den Punkt: 


c = (m + 

in Betracht^ wo m eine beliebige ganze Zalil bedeutet. Es ist dann: 

A = 0 Zi = 0 

Setzen wir a als ungerade Zahl yon der Form 4A; + 3 yoraus^ 
so baben wir: 

(— 1}'““*= (— 1)'", 


mitbin: 




F{c) = (- = (_ 

A = 0 

Perner ist: 

1 a" « I w + -— ) yt 

/< = IJ * ^ 




1) Da die ungeraden Potenzen von a die Form 4/c-|-3, die gcraden die 
Form 4Z;-)-l baben, so ist, wenn eine ganze Zabl bedeutet: 


a!' = 4:hj^ -b ( — 1)* ; 

beacbtet man femer, da6: 




SO folgt: 
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Flir den betrachteten Pxmkt o wird demnach die Reihe (1) zu 


folgender: 


da aber: 


(_ !)» _ c)- 


*'■^^1:!: /JL 

r! 1 ^ r! 

isty SO sind die Koeffizienten yon (3) absolnt kleiner als diejenigen 

der Reihe ^ FT (^ “ einen unendlichen Konyergenzradins hat. 

Daher hat anch (3) einen nnendlichen Konyergenzradins. 

Ziehen wir jetzt den Punkt: 

in Betracht, wo q eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet^ so 
haben wir: 






^ 1 






a” ? / ( m + 1 7t 




•^1 “'(^'"+2;" 

hi^ 

h-O 

'-2j hi ^ 


+ (_l)« + n-2’V^ = 

/< = (/ 

CO 

_ i(— l)m + 2 + 4 + (_ + 


Da nun: 


ist^ woraus: 


folgt, nnd da ferner: 


? i l^rn + tC 




iyn + 2 + ?< j ^ 2 




28 
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ist, so ergibt sich.: 


2 ^ 




i(— l )"‘+5 + ^ < 2 q, 


mithm: 


\F(c)\< 2 q + e-'^ < 2 q+ 1 . 


Analog ist: 




2? + It 




,/i = 0 


2^r 


(«+4)” 

(«+i)« 




a!^ 2 i -f 7t 


+ (- 1)« + 3^2 


hi 


;.r V 1 




- i(~ iy^^+2+^l + 




Nun ist: 


a^‘ 2 ? ~ j 7 i 


+ (- 


_ j(_ !)»«+?+/< ^ 2 , ^ ar'' <qa’">, 


folglich: 


I -F(^)(c) 1 < 2qa^^i + e"'"" < (2q + l)ari. 


Die Koeffizienten von ( 1 ) sind also absolut kleiner als die ent- 
sprechenden der Reihe: 




die einen unendlichen Konvergenzradius hat, wie man daraus ersieht, 
daB sie sick: 


(22 + 1)2 -«)]’■ 


schreiben laBt. 
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Daraus folgt^ dafi aucli (1) emeu unendliclien Konvergenzradius 
besitzi 

Die Punkte: 


(4) 


0n + -]^7c 
a!^ 


(^-0,1,2,.-.) 


bilden eine auf der ganzen reellen Acbse llberall dicbte Menge^ d. h. 
es laBt sicli nacb Annabme einer beliebigen reellen Zahl cl und einer 
beliebigen positiven Zabl (5 eine der Zablen (4) angeben^ die sicb von 
d ibreni absoluten Betrage nacb um weniger als 0 unterscbeidet. 

Benutzen wir a als Basis eines Zablensy stems , so wird irgend 

d 

eine reelle Zabl, z. B. durcb eine endlicbe oder unendlicbe Ent- 

7t 

wictliing von folgender Form: 




2d t Pi 1 JP‘> 

, =i>o + f + $ 


+ • •• 


dargestellt, wo eine ganze positive oder negative Zabl oder Null 
Pi? ganze, nicbt negative Zablen bedeuten, die kleiner 

als a sind. 

Wir setzen die Eiitwicldung zunacbst als endlicb voraus; dann ist: 

^ -1- 4- 4 - 4 - l- jpg _ n 

^ a ^ ^2 " ^<2 } 

WO n eine ganze Zabl ist. Ist n ungerade, etwa =2wH-l, so 
bat man: 


d ist demnacb einer der Punkte (4). Ist n gerade, so sucbe man eine 
gauze positive Zabl 5 von der Art, daB: 


wird, und nehme eine ganze Zabl t an, die groBer als 5 und q sein 
mdge*, alsdann setze man; 


c 



(.>i of ^ 


Da n gerade ist, so ist -f 1 ungerade und c ist einer der 

Punkte (4); man hat ferner: 




2 a" 


2 a* 
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1st dagegen die Entwieklung (5) unendlich, so kann man sclireiben: 


2 d 

n 




1 j _L-^s+i 4. 


woraus bekanntlicli folgt: 


oder auch: 


n + 1 n 

ctf ^ 


{n + 1)^ ^ ^ ^ ^ 


2a^ 


2a^ 


Bins der beiden AuBenglieder dieser Ungleichung ist eine der 
Zahlen (4), beide aber unterscheiden sicli von d urn weiiiger aly (?. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Ziehen wir schlieBlich die Punkte: 


( 6 ) 


c 


(2 = 0 , 1 , 2 , •..) 


in Betracht nnd nehmen zuvorderst = 0; d. h. c = mrc an, so 
haben wir: 

00 00 

F(o) =2/^ = (- 

A = 0 A = 0 

cc ^ rh 

F^’-)(c) = <= i’\— 1)“^ “-p = >■'■(— , 

h=0 ' h=0 ' 

und die Reihe (1) wird zu folgender: 


00 J, 

(7) 

A = 0 

da nun a"* > ist fiir jedes hinreicbend groBe r, ferner offenbar 
r\ a ist, so folgt: 



Bs wachst aber zngleicli mit r nnbegrenzt; dasselbe laJBt sich 


mithin von 




bebaupten, nnd die Reibe (7) bat demnacb (Art. 113) 


den Konvergenzradius ifnll. 
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Es sei jetzt (/ > 0. Alsdann liaben wir: 

cr 

J'(')(c) = ((’ 

h = \) 

~ q— I cr 

Jl = {) ' /l~q ' 

" q I 00 

. = 0 h^q 

il-\ 

- (- 1)™) + (— l)''‘c“ 


Nun ist: 
y-i 


L/i = o 


q-l 


- (- 1)"*) < 2 




//=0 


andrerseits liiBt sich fiir jedes vorgegebene q eine Zabl h yon der 
Art aiigebeu; dab fiir jedes 5 > /r: 

wird; und somit aiich eine Zahl j yon der Art, dafi fiir jedes r > j: 

wird^ man bat ferner fiir ein binreicbend groBes s: 

> 4(7 

a^rq ^ 4 ^ 


Oder aucb: 
und somit: 


> 4:qa^^ . 


Daraus ergibt sicb yon einenx bestimmten Werte yon r an: 

I \> 2(2dr^ > - ; 

in dem betracbteten Ealle sind demnacb die Koeffizienten yon (1) 
ibrem absoluten Betrage nacb beziebungsweise groBer als diejenigen 
der Reibe: 
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die die ISTull als Eonyergenzradms besitzt^ wie sicli aus dem soeben 
Gesagten ergibt. 

Es bat also (1) in alien Punkten (6) den Konvergenzradias Null. 
Diese Punkte bilden abeiy wie sicb durch Wiederbolung des fur die 
Punkte (4) erbracbten Beweises wlirde zeigen lassen^ eine auf der 
ganzen reellen Acbse uberall dicbte Menge. 

Setzt man 6^' = y, so ergibt sicb aus (2) die Potenzreihe: 

00 

- 2 ’ 

A = 0 

Beacbtet man nun, daB F{po) fur ^ 0 konvergiert und dali 
1 2 / 1 = 6*“" ist, so ergibt sicb daraus, daB ^(y) fur 1 2 / 1 ^ t. konvergiert. 
Der reellen Acbse der ^r-Ebene entspricbt der Einbeitskreis der 
2 /-Ebene; es gibt daber auf diesem Kreise eine uberall dicbte Menge 
von Punkten, in deren jedem die Taylorsebe Entwicklung einen un- 
endlicben Konvergenzradius bat, und eine zweite uberall dicbte Menge 
von Punkten, in deren jedem sie den Konvergenzradius Null besitzt. 


4. Prage. 

393. Der Caucbyscbe Satz (Art. 113) laBt sicb gewissermalien 
als bierber geborig betracbten, insofern, als er ja gestattet, auf Grand 
der Werte der Koeffizienten einen Bereicb zu bestimnien, innerbalb 
dessen keine singularen Punkte vorbanden sind. Einen solcben Bereicb 
bildet namlicb, wenn: 

A = lim 

71 = 00 

ist, der mit dem Radius ^ urn den Anfangspunkt bescbriebeno Kreis. 

Als eine Verallgemeinerung dieses Satzes kann man die XJnter- 
sucbungen von Fabry anseben, deren Grundlagen wir darlegen wollen, 
wabrend wir fur die zablreicben Folgerungen, die sicb daraus zielien 
lassen, auf dessen Abbandlung verweisen. 

CD 

Es sei das dem Anfangspunkte entsprecbemle 

Element einer analytiscben Punktion f(x)j I eine beliebige, 
B eine reelle positive GroBe, und es werde: 

( 1 ) ^''^7i + n~~' [i) + + ( 2 ) + 
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gesetzt. Hat das groBte Element der abgeleiteten Menge 


der Menge der reellen und positiven Werte: 


(2) 




(7^ = 1, 2,...) 


fiir samtliche Werte von n einen endlicheii Wert 1, so ent- 
halt der Teil der Ebene^ dessen Piinkte der Ungleicbung: 

(3) I a' I — 6> I — * j < J 

geniigen, keinen singularen Punkt der Funktion fipo), aus- 
genommen etwa den Punkt it’ == co, der ein Pol sein darf^)- 
Aus (1) ergibt sick obne jede Scbwierigkeit: 


+ (“) + g) + ■ • ■ + =2 0 

und somit: 


7 = 0 


^ ^ (« + /»)! 
/t = 0 




/i = 0 i = 0 

^ ^ ^ ^ l\m\ \b) 

/ ss 0 n = /■ / = 0 77i = 0 


wi = 0 


Oder aucb (S. 8S^ Anm.): 




£cv+'‘+i 


wofiir man aucb scbreiben kann: 

oo 

(4) »v«w-(‘-r*'‘2^ct’V"‘G^r 


7t =0 


Nun bat man fiir binreicbend groBe li, wenn p der Konvergenz- 
00 

radius der Eeibe ist (Art. 113): 

h-O 

1) Um von bier ans zn dem Cancbysclien Satze zu gelangen, branclit 
man nur ^ = 0 zu setzen und 6 beliebig klein zu nekmen. 
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wird h = gesetzt, so folgt daraus: 

(6) 1^SI<(7 + »)"[''(7 + ') + iI> 


mithm ist: 


hi 




< 


1 -- 




Die reehts stehende Reihe konvergiert (Tgl. S. 88, Anm.j fur: 


X 

b — X 


[Kt+')+i] 

mitlim konvergiert (4) sicherlich^ wenn: 


<1; 


ist. Ferner ist: 


X 

b — X 


< 


§+Q 


•und folglicli um so mehr: 

die rechts stekende Reike konvergiert^ wenn: 

ist; nnd man erkalt durck Einsetzung ikres Wertes (S. 88; Amn.) 

Di <(“ + «) [i - ^(^(7+ + 1)] 


mitkin : 


VM < - 


7 + * 


+ + 


1 - 0 (/ 3 ('+£) + 1 


Der letzte Faktor nakert sick fiir lim h = 00 der Greuze 1 


folglick ist: 


X< 


1 — 6 


(f+‘) 


e — ® (^ + e) 
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Andrerseits rediiziert sicli auf aj^ fur ^^ = 05 es ist aber 
(Art. 113) 11111^^/^= ^ , folglich X'^^. Man hat demnach: 

= 00 <? ^ 

(6) ^ ^ ~ ^ + ^)- 

htir hinreichend groBe h ist nach der Definition Yon X: 

Bi < (;i + 

Oder: 

1^1+ n\ \ ^h\ ^ (i+jy\ 

\ h / 1 I \ ^ ~ 7 

setzt man der Einfacliheit wegen Yorans, die Uiigleichung gelte fiir 
jeden Wert Yon n, so hat man aus (4): 




& // + i 

I) — X 


(X+sf^O— 


mid, wenn | < d ist: 


6 \h — x\ 


h 

b — X 


. + # 


woraus folgt: 




Hieraus ergibt sich (Art. 113), daB der KonYergenzradius der in 

1 X 

bezug auf den Punkt x transformierten Reihe ^ ^ f ist, und daB 

sich die Funktion demnach in jedeni Punkte regular Yerhalt, der Yon 
X um weniger als diese GroBe entfernt ist. Es sei nnn y ^ rje^^ ein 
solcher Punkt, so daB also: 


ist, worin 0 < u < 1 . Setzen wir: 

h — x ^ ’ 

wo nach dem Vorhergehenden sein muB, so laBt sich die 

Gleichung (7) schreiben: 
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6 1 

Oder aiicli: 

e-v'j — e"" , 

WO 03 eine reelle GroBe bedeiitet^ deren Wert fur uns voii keiner 
Bedeutung ist. Schreiben wir diese Gleicliuiig folgendermaBeii : 

(8) + ijetV’ -'/>)' = 4- -® c"” , 

SO stellt ibre linke Seite eiueii Punkt der Kreislinie uui uiit dem 
Radius tj, ibre recbte Seite einen Punkt der Kreislinie uni init dem 

Radius ~ dar, und die Gleiebung sagt aus, daB die beiclen Ivreislinien 

gemeinsame Punkte haben rniissen. Damit dieser Fall eintritt, ist es 
notwendig und binreicbend, daB die Entfernung ibrer Mittelpunkte 
zwiscben der Differenz und der Summe ibrer Radien liegt, d. b. daB: 

\v-l\£t\^-y\£v + { 

ist. Wir bemerken, daB wir uns darauf bescbranken konncU; die- 
jenigen Punkte y in Betracbt zu zieben, die nicbt innerbalb des mit 
dem Radius q um den Anfangspunkt bescbriebenen Ivreises liegen^ 
weil wir ja bereits wissen^ daB die Punktion innerbalb dieses Kreises 
regular ist. Wir konnen sonacb |y| annehmen; wegen (6) folgt 

daraus \y\=V^-\ > ^ p vorige Ungleicbung laBt sicb scbreiben: 

Wablt man y so^ daB es (3) befriedigt, ist also: 

(-0 ! «/ i - ^ I & - 2/ 1< 5 , 

so kann man einen positiven Wert 6, kleiner als 1^ derart bestimmen^ 
daB: 

\y\ — 9\ 'b — y\<~^ 

Oder aucb: 

wird; man kann sodann einen positiyen Wert ? < 0 derart wablen^ 
daB: 

y ~ {- <^\f> - y \ <ri + Ij- 
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wird. Jeder Punkt fiir welchen (9) gilt, besitzt demnacli die 
Eigenscliaft, da6 ilim ein Punkt x von der Art zugeordnet werden 
kann, dafi (8) oder (7) befriedigt wird, oder mit andern Worten: Die 
Funktion f {x) ist in jedem Punkte x, der (3) geniigt, regular, 

394r. Wir zieben jetzt im besondern die Punkte des Konvergenz- 

00 

kreises der Reihe ^ a;, in Betracbt, d. b. wir setzen t] = g , Aus 

(9) wird dann: 

p — 0 1 j3ey‘ - peV'n < J 

oder: 

(IJ 9- J <0|/Sei"-peV"|. 

Daraus folgt: 

^ Z ^ 

oder aucb: 

If -(^-^yc4/3p. 

Durcb Entwicklung von (Ij erbalt man nacb einigen leicbten 
Umtbrmungen: 

/s (p — yY — (p — py < sin^ . 

Die linke Seite dieser Ungleicbung kann nicbt negativ sein; die 
TJngleicbung wiirde sonst fur jeden Wert von gelten und der 

Konvergenzkreis keinen singularen Punkt entbalten, was unmoglicb 

ist (Art. 155). Daraus folgt erstens, da6 q > ^ ist, zweitens, dafi 

sicb zwiscben 0 und die Grenzwerte eingescblossen, ein Winkel SI 
so bestimmen laBt, daJB: 

i r-(/3-(>)^ = 4/3psin^y 

wird ; alsdann ist unter der stets zulassigen V oraussetzung 0^'ilj — y<,27t: 
SI — y <C 2jt — SS 

oder; 

SS-hy<C'^<C2jt — S^-\-y, 

Der von den Winkeln SS -j- y und 2:x ■— SI + y eingescblossene 
Bogen des Konvergenzkreises kann also in seinem Innern keine singn- 
laren Punkte entbalten. 

Ist im besondern: 
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SO ist = 0, unci auf dem Konvergenzkreise liegt der einzige singii- 
lare Punkt d. li. sein Sclinittpunkt mit dem Radius vektcn* luicli 
dem Punkte i. 

395, Der Einfachkeit wegen setzen wir h als reell und positiv^ 
also 7 = 0 voraus und betrackten nun die Linie: 

(1) \x \ — d \1) — oc\ — ^^ == 0. 

Sie teilt die Ebene in zwei (zusammenbangende oder nicbt zu- 
sammenbangende) G-ebiete, in deren einem die linlce Seite von (1) 
negatiy ist^ wabrend sie in dem andern positiy ist. In dem ersteii 
dieser Gebiete yerbalt sicb f{x) sicber regular. Es laBt sicb leicbt 
nacbweisen^ daB der Punkt x = — q in das erste, der Punkt x ^ q in 

das zweite Gebiet fallt. Beacbtet man namlicb, daB & = ^ 

so bat man nacb einer im yorigen Artikel gemacbten Bemerkung: 

oder aucb: 

( 2 ) ^-e\h-Q\-l>o- 

es ist andrerseits wegen (6) in Art. 393: 

(3) ^.-0(^) + ^))-|<O. 

Wird X = gesetzt^ so lautet die Gleicbung dcr Ivurye (1) 
in Polarkoordinaten: 

(r — = 6^ — 21)r cos (p -1- h^) 

Oder: 

(4) (1 - 6^) - 2r ( J - 602 cos + G - = 0; 

nacb r aufgelost^ liefert sie: 

(5) - 602 COS 9 ) -( 1 - 02 )^- 6202 )] 
oder aucb: 

(6) >• = — 6cosg))^ + 62(1 — 02)siu2g5], 

Wir nehinen zunachst 0 < 1 an. 
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Es geniigt^ wie wir wissen^, die Werte J zu beriicksiclitigen. 

Von den Wurzeln der Gleichung (4) befriedigt^ welcbes auch (p sei^ 
eine einzige diese Bedingung; in der Tat ist ibre linke Seite positiv fiir 

r == oo und bat fiir r = J den Wert: 

o'{-h-<^+ '“r”) s - (i- - 

Es liegt sonaeb in dem betracbteten Falle eine einzige gescblossene 
Ivurve vor^ innerbalb welcber die Funktion sicber regular ist. Man 
kann das nocb auf andre Weise erseben. Fiir 9 = 0 bat man: 

nun folgt aus (2): 

Oder aucb: 


mitbin ist p > r, woraus folgt, daB der Punkt x = ^ aufierbalb der 
betracbteten Kurve liegt. 

Wir nebmen jetzt 0 — 1 an. Die Gleicbung der Kurve wird dann: 


(^) 




b^ — 


1 


1 (^b cos qp 



; 


und man ersiebt leicbt, daB sie einen Hyperbelzweig darstellt, wenn 
man beacbtet, daB aus (2) folgt: 

p - Y > ^) - & 

Oder ?> > • Aus (7) ergibt sicb dann, daB r nur fiir cos ^ ^ 

positiv ist 5 der durcb(7) dargestellte Hyperbelzweig liegt somit zwiscben 
den liadienvektoren mit den Argumenten + arc cos ^ • 

Da ferner aus (2): 

Q — I- >i — Q 



Oder aucb: 
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folgt^ wahrend man aus (7) fiir 9 ? = 0: 



erhalt^ so liegt der Punkt x = q ionerlialb der Hyperbel, uud die 
Funktion ist demnach. auBerkalb unserer Knrye regular. 

Es sei scblieBlicb ^ > 1. Aus (2) folgt: 

y<() — 0|& — ^)l<9 — !& — p|^|{) + (& — 9)1 =h 

Oder, -wie im vorigen Falle, & > y und uni so melir J • Wir 

Bclireiben jetzt (4), (5) folgendermaBen: 

•r® (02 - 1) - 2r (60^ cos 9 - ^) + - /s) = 0 , 

r = 00^ cos qo — J + ’|/(00^ cos f — -[■)"— (0^ - 1) (6^0- - j 

Sind die beiden Wurzeln reell, so baben sie oflfenbar dasselbe 
Vorzeichen. Sie sind reell, wenn: 

6 02 cos gj - y > ]/( 0 ' - 1 ) 

■Oder; 

002 cOS9-y<-]/(02-l)(0202-^^,), 
sie sind positiy, wenn: 

bO^ GOS(p — J >0 

ist. Folglich muB: 

0 02 COS g) - [ > ]/(02 - 1) (0202 - 
sein. Setzt man fiir den Augenblick: 

SO hat man in diesem Falle eine geschlossene Kurye (weil ja r immor 
endlich bleibt)^ die zwischen die Radienyektoren mit den Argumenton 
+ arc cos c fallt. Da sich die linke Seite yon (1) fiir r — oo auf 
r(l — ^)<0 reduziert, so ist die Funktion f(x) auBerhalb der 
Kurye regular. Es eriibrigt daher zuzusehen^ wie sieh die Funktion 
im unendlich fernen Punkte yerhalt. 
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Greifen wir auf Formel (4) des Art. 393 zuriick und beachten, 
da6 fur ein binreicheiid groBes hi 


ft + 


ist, so erseben wir, dafi die recbts auftretende Reihe absolut kleiner 
ist als: 






dies© Reihe konvergiert aber filr: 


imd somit ini besondern ftir: 



Oder far ^ = oo; folglich konyergiert fiir diesen Wert auch die in (4) 
Art. 393 vorkominende Reihe, d. h. das Produkt: 




oder, was dasselbe ist, das Produkt ist far x = oo regular. 

Also ist regular far x ^ oo und hat in diesem Punkte eine 

NuUstelle, deren Ordnung wenigstens h+1 ist. Daraus folgt (Art. 175), 
daB f{x) fiir it? == oo entweder regular ist oder einen Pol besitzt, 
dessen Ordnung ^ ist, weim k den kleinsten Wert yon //■ bezeichnet, 
fiir welohen die Relation (8) gilt. 


396, IJmgekehrt: Ist die Punktion f{x) in alien Piinkten 
X regular, fiir welche, I als positiy yorausgesetzt: 

(1) \x\ — 0 \ h — ^ 

und ist sie fiir O'^l im Punkte x = oo regular oder mit 
einem Pole behaftet, so ist das groBte Element der ab- 
gelciteten Menge der Menge der Werte (7^=1, 2,- ••) 

endlich und iibersteigt I nicht. 

Wir bemerken, daB das durch die Bedingung (1) abgegrenzte 
Gebiet A sicher den Anfangspunkt einschlieBt, da (1) ja durch rr == 0 
befriedigt wird, welche Werte auch h und I haben mo gen. Folglich 

Vivauti, Tlieone der eindeutigon analytiBohen FuaktioBen. 29 
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laBt sicli die Funktion f\x) in der Umgebixng des Aniangspmiktcs ut 

00 

eine Potenzreihe entwickeln, die euien von Null verschiedonen 

Konvergenzradius p besitzt. — Es ist Gbrigens unnotig, don biitl zu 
berucksichtigen, in welcLem das Gebiet A vollstandig iiiiiorhcill)^ des 
mit dem Radius q um den Anfangspunkt bescbriebeuen Ereises Tiogt; 

andrerseits kann dieser Kreis nicbt vollstandig innerhalb A liogeip 

00 

weil sonst der Konvergenzradius der Reihe grower sein wiirde 

// = 0 

als Q. Folglicli miissen der Umfang des Konvergenzkroises und die 
Begrenzung des Gebietes A gemeinsanie Punkte kaben^ d. L, cs muB 
Werte ^ geben^ fiir welclie: 

? - e\b~Qey'\= I 

ist 5 daraus folgt: 

6\§-q\£q-y£0{^ + q). 

Wir greifen nun auf Pomel (4) des Art. 393 zuriick und scbreiben: 


(2) (l 

wo: 

( 3 ) 


; = 0 = $<!'/’“ 


/4 = 0 

X 

b — X 


ist. Da f{x) im ganzen Gebiete A regular ist und fiir 0^1 im 
unendlich. fernen Punkte regular ist oder einen Pol liat^ so ist 
fiir jedes kinreiclieiid groBe h in dem ganzen Gebiete A und fiir 
^ ^ 1 auch im unendlich fernen Punkte regular. Daraus foigt^ daB 
sich samtlichen Punkten der ^-Ebene regular verliillt^ die 

den Punkten des Gebietes A entsprechenj mit EinschluB des Punktes 
0 — 1 fiir ^ ^ 1. Nun erhalt man, wenn in (1) mittels (B) 0 

anstatt eingefiihrt wird: 

U+e'^^M ^ ■ 

DaB es Punkte gibt, die dieser XJngleichung goniigen, ist Idar; 
dergleichen sind z. B. alle Punkte 0 ^ fiir welche ^ ^ 0 ist. 

Dem Punkte 0 = entspricht in der ir-Ebene der Punkt: 

be 


( 4 ) 
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Wir werden zeigeii, da6 der Konyergenzradins der in bezug anf 
diesen Punkt transforniierten Reilie nicbt kleiner sein kann als: 

_ 1 

^ ~ I\ d + e~‘f’\’ 

d. b.^ daB jeder Punkt innerbalb des Kreises urn x mit dem Radius r 
innerbalb des Grebietes A liegt. Wird irgend einer dieser Punkte mit y 
bezeicbnet^ so bat man: 

e + e-v x\e-+ e-^]’ 

wo 0 < (? < 1 und (D ein beliebiger Winkel ist. Daraus folgt, wenn 
das Argument yon (1? + bezeicbnet: 


^ Z) ^ 

’ — 2/= ■ ’ 


0\b — y, 


1 _i 
je + e-^^\ I 


1)0 + “ e(" + V')' 


- 0 


le-v— ^ +y')' I = 


\e + e 


-<p> I \ 


A 


IfQe-tpi _ ® 6ie(<»+V')' I < 
A J 


<1 ~ 7 . I ^ 

== |0 -I- 1 ^ ' 


(7 1 


was aussagt, daB 2/ innerbalb A liegt. 

Es folgt daber (Art. 113) fiir den Wert (4) yon x\ 


V\ /<■' 

h = oo ' I ' 

mitbin wegen (2): 


= x\e + 


lim Vi 


& — X 

I l> 




< 


h — X 


■ = 1. 


Oder: 


Man bat also fiir binreicbend groBe h: 


29 
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und diese letzte Ungleicliung gilt fiir \ 0 \ = 9j welclien Wert aucli 
das Argument (p yon ^ habe. Demnach folgt aus (2) ( Art. 128, (3)): 

Oder ancli: 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 

5. Frage. 

SO*?. Ist der Koeffizient einer Potenzreike: 

QO 

// = 1 

eine einfache ganze Funktion nullten Ranges von //, so hat 
die dureh erzeugte analytische Funktion den einzigen 

singularen und zwar wesentlich singularen Punkt x == 1. 

Es sei: 

oo 

1 = 0 

Schreiben wir nun: 

Cf 

/o(^')= + + 

fi-i 

00 

/i(^) = ^/o(^) ^ oc + 2x^ + Sx^ 4- • • y 

=3 


fk(^) == x + 2 ^ + • • • ? 

/< = 1 


so laBt sich beweisen, daB im allgemeinen: 

k 

0 ) 

1-1 

ist, wo die . konstante GroBen bezeichnen. Da diese Foi'mel fiir 
k = 1 gilt, so darf man sich der vollstandigen Induktion bedionen. 
Setzt man daher: 
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it-i 

SO erlialt man hieraus: 

k-l 

/!■(«) = ^ 

/ = i 

oder ancL.: 

k 

fk^^) 

< = 1 

indem man 1)^ - ftir i == 0 und fiir i > /• gleicli ISTnll annimmt. Damit 
ist nnsere Formal bewiesen, nnd man liat zugleich die rekurrente 
Beziehimg: 

( 2 ) \i = \-x,i-i + ih-k,.- 

Im besondern ist: 


~~ — • • • — ~ 1. 

Aus (2) ergibt sicb leickt; dafi die GroBen \ . ganze positive 
ZahJon sind. Wir wollen jetzt mitfcels voUstandiger Induktion zeigen^ 
daB die Ungleichung; 

05) 

die angensclieinlicli fiir ft == 1 gilt^ fiir jeden Wert von ft bestebt. 
Vorausgesetzt^ daB sie fiir ft — 1 zutrifit, bat man: 

('i — 1)”!^ ^*1 ; 

mitbin wegen (2): 

da nnn (3) ofienbar ftir i == Z* gultig ist, wo sie sicb anf 1 < 2^' : h 

pr .v, 

reduziert, so braucbt man nur i < k und entsprecbend ^ an- 

zunebmeii, wonacb folgt: 


Wir denken uns jetzt urn den Punkt x ^ 1 mit einem beliebig 
kleinen Radius ^ einen Kreis bescbrieben und bezeicbnen das auBer- 
halb dieses Kreises liegende Gebiet mit A. In diesem Gebiete be- 
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sitzen die Werte von 


eine endliche obere Grrenzo >1, die 

1 —X ^ 


wir I neimen wollen^). Da nun: 


mithin : 

•^*(0 f /VA : - 

ist, so folgt daraus wegen (1) und (3): 


fl‘\x) = 


- 1, 


\fkW\ < ~H— ‘^l ^\l-i 

und somit in samtliclien Pnnkten des Gebietes A niit Riieksicht 
dai*auf^ dab I > 1 ist, und unter der Voraussetzuug () < 1 : 


\ m \ < < 1 1^1 ^ - p- < 0 ) ’ 


woraus sich ergibt: 


w 


k-0 




Da nun der Voraussetzung nacli eine einfaclie gauze 


A = 0 


Funktion nuUten Ranges ist; so hat man (Art. 

£ 

lim = 0. 

k — oo 

00 

Daraus aber folgt (Art. 113), daJB eine ganze Funktion 

/.=o 

ist und dab somit die in (4) rechts stehende Reihe ttii- jcd(is I und q 

O) 

konvergiert. Es erhellt hieraus sofort, daB die lioihe ^CfJl{oo) in 


1) Die GroBe ;; ist das Verhibltnis der Entferiningen des Pmiktos x 

I 1 — X I ” 

von den Punkten 0 and 1, Dieses Verhaltnis ist langs eines jeden Krcises, in 
bezug auf welchen diese beiden Pankte konjugiert sind, konstant und die obore 
Grenze seiner Werte in dem Gebiete A ist derjenige Wert, weloher dem den 
Kreis nm 1 mit dem Radius q von innen berilhrenden Kreise der orwillinten 
Familie entspricbt 
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jeclem Bereiche innerlialb des Gebietes A nnbedingt und gleicbinliBig 
konvergiert nnd folglicb iiiDerhalb eines solcben Bereicbes eine analy- 
tische PuDktion f(x) darstellt^ die demnacb in .der ganzen Ebene keine 
andre Singularitiit besitzt als den Punkt x = 1. Nacb dem Weier- 
Btrafiseben Hilfesatze erbiilt man die Entwicklung Yon f(x) in der 
Umgcbiing des Anfangspunktes^ wenn man die Funktionen durcli 
dereii Entvvickluugeji ei*setzt; man hat so: 


/ {x) ~ CjJ ^ (.ri 




■■ 




Diese Reihe stinimt aber mit uberein; daher ist fix) die 

dureli das Element erzeugte analytische Fuiiktion. 

Beachtet man, daB fj,{x) im Punkte x = l einen Pol (^ + l)-ter 
Ordimug hat^ so erkennt man^ daB f(x) in diesem Punkte eine wesent- 
liche Singularitiit besifczt. 

Der soeben bewiesene Satz lilfit sich ohne Schwierigkeit folgender- 
inaBeu vevallgemoinern: 

Sind G^(x)y r einfache ganze transzendente 

Fun ktio lie 11 uuilteu Ranges und ist: 



CO 

so erzeugt die Reihe eine analytische Funktion, die 

A = () 

in der ganzen Ehcne keine andern Singnlaritaten besitzt 
als die r wesentlich singularen Punkte x^^ • ■ 

Reduziert sich eine der Funktionen G auf ein Polynom^ so re- 
duziert sich der eiitsprechende singnlare Punkt auf einen Pol. 

398. Umgekohrt: Ist f(x) eine analytische Funktion, die 

CO 

den einzigen singularen Punkt x=l besitzt^ und ist ^ a^x^' 

h = Q 

ilir dem Anfaugspunkt entsprechendes Element^ so laBt sich 

CO 

a, fiir h>0 stets in Form einer ganzen Fnnktion von 

‘ Z; = 0 

h (larstellen^ deren Koeffizienten der Bedingung: 

L 

lim (Ado^.)* == 0 

A; = Qo 

geniigen. 
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Wir wenden auf f(x) die Transforniation: 



an*, da nun x 0 der Wert t=-0, x=l aber der Wert cx) ent- 
spriclit, so wird f{x) — % in eine ganze Fimktion von t verwandelt, 
die fiir = 0 verscliwindetj es ist also: 

t{x) - 

k=l 

WO die reckts stekende Reike einen unendliek groBen Konvergenz- 
radius besitzt. Zwischen den a nnd den I besteken folgende Re- 
ziekungen (vgl. Art. 877): 

w **-2'c I ;)*'•■ 

Wir betrackten nun den aritkmetiscken Ausdruck: 


( 8 ) 

und werden zunacLst loeweisen, dafS er in jedem endliclien Bei-eielie 

XI 

gleicKmaBig konvergent ist. Da die Reihe ^ fiir jeden endlickeii 

/i = J 

Wert Ton t unbedingt konvergiert, so laBt sick, weun man die positive 
GrdBe s beliebig, aber kleiner als 1 aimimmt, ein Index n von dor 
Art angeben, daB fiir jedes k>n die Ungleichung j?);. |<£* gilt; 
man bat mitbin fiir jedes x, das absolut kleiner ist als eine willkur- 
licbe ganze positive Zabl p, und fiir jedes m > n: 

c:' (p H- i) (p d ~ 2) • • ■ (e + ^ — l) ^ 

k — m ^ ^ 

Da nun die Reihe: 



(p + D (p + 2 ) ■ 


(o -|- fc - 


1)1 


i ■■ 


(1-0^' 


+ 1 


konvergiertj so kann man zu jedem vorgegebenen 0 einen Index 
von der Art angeben, daB fur jedes m> p: 

V (9 + l) (g+2)--.(g+&-l) 

A- = Wi ' •' 
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ist; man kat demnack fiir jedes m > n und >jp und fiir jedes x yon 
kleinerem absolutem Befcrage als q: 


CO 


2 

k != )n. 


(k- 


■ - (iOj— -f 1) , 

i)Y ■ ‘ 




eine Uiigleichimg, die axissagt, daB q>(x) in einem Kreise mit beliebig 
groBem Eadiue um den Anfangspuntt gleicbmaBig konvergiert. 

Es ist sonach q)(x) eine ganze Punktion: 


A' = 0 

und es ist aus den Formeln (1) und (2) ersicktliek, dafi fiir jedes 
ganze positive Ji: 

(pQi) = rt,, 


ist. Man kat ferner fiir j ti; j = p und fiir n: 




^2 


(e + iKe + • (e + — i) k 


Bezeicknet man mit Q{q) das durck das erste Glied reckterkand 
dargestellte Polynom in so kann man sckreiben: 

tg)(a;) |< Q{q) + (jL_5)e + i' 

Man setze: 



-wo e' eine positive GrdBe bedeutet, die um so kleiner ist, je kleiner 
a istj und wahle q so grofi^ daB: 


wird; wo a" eine GroBe bedeutet, die nur groBer als 2^' zu sein 
brauckt und somit ebenfalls beliebig klein ist. Alsdann kat man: 

1 (fix) I 
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daraus folgt aber (Art. 279), daB die Kooffizienten der Ungleiolmug: 

£ 

A: = CO 

gentigen. 

Wie der vorige, so laBt sicli aucli dieser Satz verallgemeineni. 

Cr 

399. Haben die Ko eff izienteii der Keihe die 

Form: 

% = + 

wo c eine Konstante bedeutet, und ist: 


( 1 ) 


y h 

lira [/ ^ 


(h\ 




so besitzt die durcb diese Reibe erzeugte Fuaktion /y) in 
endlicher Entf erniing den einzigen siiigulareu Puiiki 

umgekebrt ^). 

^ cr. 

Wegen der ersteii Grleicbung (1) ist eine gauze Funktion 

h-Q 

(Art. 113); wir wollen sie mit cp{x) bezeicbnen and sclireilxMi: 

f{x) = (p{x) + 
wo: 

(Ji 

// = l) 

ist. Wenden wir auf die Funktion (1 — x)iIj(x) die Transfornuitiou: 

t 


( 2 ) 




^ + 1 


an, so erhalten wir (vgl. Art. 377): 


h-0 


wo: 

( 3 ) 


/ = 0 


1) Auch dieser Satz gekort zu denjenigen, die ale Erweiterungen des SatzoB 
von Cauchy gelten konnen. 
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ist. Es ergibt sicli somit aus der zweiten Grleiehung (1)^ daB (Art. IIB) 
00 

S eiae ganze Funktion von t ist und daB infolgedessen (1 — x) 2 Ij(x) 

uiid deiiinach ancli keinen andern singularen Punkt kat als den 
Piinkt X 1. Folglich liat f{pc^ in endlicker Entfernung Iceine andre 

Singularitat als den Punkt x = —. 

Es sei jotzt umgekelirt f(cc) eine Fmiktion von soldier Bescliaffen- 
keit. Wir kaben dann (Art. 181): 

fix) == cp{x) + '4jicx)j 

wo cp(x) eine gauze Funktion von x, (p(x) eine ganze Fnuktion von 

^ ^ okne konstantes Glied ist. Wir kdnnen dann sckreiben: 
l~x 

00 

ix) ^ ^ dj^ j 

/i = 0 ^ ^ 

wo die Reihe reckts fiir aile Werte von -- — konvergiert. Da: 

1 — X ® 

1 — a* ^ 

ist, so lilBt sick diese Reike in eine ganze Funktion yon , ^ um- 
wandelU; so daB: 

(1 ir-^‘ 

//=0 

Oder auck; wenn wir die Transformation^(2) vorneknien: 

CO 

/i~0 

wirdj wo die reckts stekende Reike fiir alle Werte von t konvergiert. 
Daraus folgt (Art. 113): 

(4) Um|/|rj|=0. 

^ ^ 7/ = CO 

CO 

Ist nun 2%^ Entwieklung von ifix) in der Emgebnng des 

Anfangspunktes^ so finden zwiscken den g und den r die Bezieknngen 
(3) statt, so daB sick aus (4) unmittelbar die zweite Gleickung (1) 
ergibt. Ist andrerseits: 
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Ji = 0 

so geniigen die der ersten der Gleichuugen (1). Damit ist der 
Satz vollstandig bewiesen. 

400 . Der Satz laBt sick folgendermafien Yerallgemeinern : 

Die notwendige und kinreickende Bedingiing dafur^ daB 

CO 

die Reike eine Funktion erzeiigt, die in endlicber 

1 1 1 

Bntfernung lediglich die singulareii Pimkte ‘ ; TT' 

sitzt, bestekt darin, daB man: ^ ^ ^ 

‘ r 

«A = A + 2^ 

^=1 

setzen kanHj wobei: 

= 0, 

h — CO 

lim y j^' ( - 1)' (J) <h,J\ = 0 (i = 1, 2, . . r) 

h — CO j / = 0 I 

ist. 

401 . Auf die Frage, mit der wir uns besckaftigen^ kami man 
folgendes Problem bezieken, das zugieick eine Verallgemeinerung des 
in Art. 375 u. ff. bekandelten ist: 

Es sollen die Bedingnngen dafiir gefunden werden; daB 
die_pdem Anfangspunkte nackstliegenden singularen Pnnkte 
einer Funktion f{x) einfacke Pole Yon Yersckiedenen abso- 
luten Betragen sind, 

Es seien: 

c\ = (I2 = 

die p nack zunekmendem absolutem Betrage geordneten Pole. Ist 

^7. 

— der Hauptteil (Art. 171) der Funktion im Pole so kanu 
man sckreiben: 

/fc= 1 ^ 

wo g)(ix) eine Funktion darstellt^ die in dem ganzen Kreise vom 
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Radius um den Anfangspunkt^ den TJmfang einbegriffeu^ regular 

CO 00 

isi Bezeichnen wir mit die dem Anfangspunkte ent- 

// = 0 /z = 0 

sprechenden Elemente der Eunktionen fix), cpix) und beachten wir^ 
daB die erste dieser Reihen den Konyergenzradius hat (Art. 155); 
so haben wir ftir |^c| < d^: 

/i = 0 ifc = l k~0 h=zO 


woraus sich: 




/7"- 

k = l "a 


ergibt. Wir setzeU; wenn m eine bestimmte Zahl bedeutet: 


A T 

n+1 ““ 


und schreiben die yorstehende Beziehung folgendermaBen : 


2 + 


JJ/i 

k-\ % 


Es sei ferner: 







• f^ip 

, 3? — 1 

«m + l 



__ ^^21^*22 * 

■ i^2p 


®m+jo-l 


■ ■ ^m + 2j)-2 

1 i^pli^p2 ' ' 

^pp 


= _ j_ ^ 

-2 ^r + ,s~2 ' ^m + r + s-2* 


Da der Konyergenzradius der Reihe g^dBer ist als d^ 


sind die Reihen: 






absolut konyergent; und es ist folglich: 
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lim\dl = 0 (A = 1, 

/t = CO 

es laBt sicli daher nach Annalime einer beliebigen positiven GrdBo a 
eine Zabl m derart bestimmeii, daB fur jedes Jt > nt: 


h = 


4 


wird, worin 1 j ist. Man tann also schreiben: 

/-|\ , ‘’s,m + r + s-2 '^.,y^»®s,m + r + i-2 

l^rs t 7 /- + 6--2 ‘ 1711 -^-s — 2 


d ^ 

A'=l 


nnd es ist fur jedes r und s: 

ch 


I + r + 5 — 2 


7 r + A '-2 I ,/r-f,v -2 

k = l s 


< 
d. 


WO y den. groBten unter den Werten j ■— j (s = 1,2, . , ;p) bezeichnet. 
Setzen wir nun: ^ 


1 

1 • 

• 1 


1 + 4 

1 • 

• 1 

1 

1 

1 


1 

1 ^2 

1 

K 


d 

V 


4 

^2 

d 

p 

1 

1 

1 


1 

1 

7 -\-Xp 


dti-^ 





" d>‘-^ 


wo hj ' ' beliebige GroBen sind, ferner: 


il ig * • * ' 

beacb-ten wir^ daB: 


^11 


^Xp 


^pi' * ’ '^pp 


■^1-^2 ■ • • ' 


4 

h ■ 

• h 

ii 

h 

h 

d. 


4 


Xg 


di-^ 

d^^ ■ ' 

dPp-^ 
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ist^ iind nmltiplizieren wir die Zeilen dieser Determinante mit den 


Zeilen von so wird: 


X, X L 

: > > L ^ 


A‘=l 


Man kann, wie sicL. ans dem Vergleich von (1) und (2) ergibt, 
von 21 U dadurcli iibergelien^ daB man in das- 

Symbol /l^ in den verscliiedenen Elementen in denen es aiif- 
tritt, dnrcli verschiedene Vei-iinderliche ersetzt und dann: 

Vrs 1 ^s,m + r + s~2 

annimmt. Es ist aber ofFenbar zJp, und folglicb aucb eine 

stetige Funktion der Veranderlicben oder und es ist z/p = z/p 
fur = 0. Hieraus folgt^ daB, wenn eine beliebig kleine GrroBe r 

gegeben ist, sicb o stets so wablen laBt, dafi: 


X, ... X 

1 1 p 

wird. Das laBt sicb. scbreiben: 


• < r 


Oder aucb: 


1 • tP—1 vo 

liniv- -T-==^p 

m= CO -^1-^2' p 


lini (rfi • • • 6*:^)“ = (- 1)»’4 , 


bieraus folgt scblieBlicb : 


lim y\ D,u,p-t I = 


12 p 


403. Wir nebmen jetzt unigekehrt an, daB fiir einen bestimmten 
Wert p die Bedingung: 

7 n= CD '' 

CO 

erfiillt sei, wo q den Konvergenzradius der Reibe bedeutet. 

7i=() 

Wir bemerken zunacbst, daB fur keinen Wert von p die Ungleicbung 
> ^p stattbaben kann; man bat namlicb fur jedes binreicbend 
groBe Welches aucb i sei (Art. 113): 
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mithin : 




and scUieBlicli: 


y\K:;:A<y^Az 


l-l-ay 


7 < 


folgt. Wir bemerkea feraer, daB (Art. llo): 

lo = V\uJ == I 

m= 00 V 

ist. Daraas folgt^ dafi sicli^ weiia maa p der lleihe aack die Werte 
3^ • • • gibt^ eia Wert P von der Art finden muBy daB ftlr jedes 

p< F die Grleichimg == gilt, wahreiid Ip < ist. 

Wir setzen q' == es ergibt sick ^ und: 

ip 

9 9 

Da: 

7 ^ 

t-P-1 = p 

9 

ist, so lassen sich unendlich viele Werte m angebeu, fQr die: 


Q 9 

ist. Wir woUen beweisen, daB diese TJngleicliiing fur jedes liiu- 
reicbend groBe m gilt, dafi also: 




403. Welcber Aid aucb die Zahlen p sind, so besteht doch 


immer folgende Beziehung: 




) * 


1) Bei Hadamard 182, S. 20 u. 184, S. 40 stelit anetatt ^ totvlm- 

licherweise gesohrieben. ‘ 
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Bezeichnen wii* namlieh mit die Elemente der Determinante 
]^rs 2 :u adjungierte Unterdeterminante, so ist: 

^Ifl -^m + l,p—ly f^p -^l,p + l — 1,^ — 1; 

!^l,p-hl f^p + l^J C 1? 

ferner ist j0m+i,p-2 adjungierte Unterdeterininante der Unter- 
determinante von 


f^p!hl,p + i + l ,1* 

Daraus folgt nach einem bekannten Satze : 

^^1,1 !^p + lfp + l {^l,p-^l i^p + ljl “ -^7/1-1, p + 

was mit (1) zusammenfallt. 

Unter den gomachteu Voraussetzungen hat man fiir hinreichend 
groBe m: 


mithin: 


\T) I + \r} 1 + 


Man kann s' so klein annehmen, daB: 

( 1 + £') l/-— < 1 — £ 

wird, und dann m so groB, daB: 

(1 + £)'\/-~r < 1 - £ 

wird; alsdann ist^ wenn h eine positive GroBe < 1 bezeichnet: 


Oder: 

( 2 ) 

wo: 


^ ’2' g 1-8 


<1 


1) Ces^ro-Kowalewski, a. a. 0 , S. 28. 

Vivanti, Theorie der eiudeutigea analytischea I’unlctioaen. 


30 
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ist. Wir nelLmen nuiL an, die Beziehung (2) des vorigeu Art., die wir: 
(3) 

schreiben konnen, gelte nicbt fiir alle Werte von m. Ist dann eino 
beliebig groBe Zabl N vorgegeben, so laBt sicb cine Zahl N 
derart bestimmen, daB die Bezielinng fiir m = Jli, aber nicbt filr 
m = M — 1 Greltung bat. Alsdann ist: 

I Dm, p-i I > 03^, I Dm~i, p-i I < 0)^“^ ; 
nun ist wegen (1), (2): 

^ I Dm, p-1 I — I Dm + 1, p-i I I Dm- 1 , p-1 [ 


Oder aucb: 


\Dm+ 1 , p-1 I ^ ■ 


.v, P~1 

\D 


|2__7,23/„2ir023i 




Oder aucb: 

(4) 




Man kann aucb scbreiben: 


f-i Dm-1, p-1 




p-1 


mitbin : 


daraus folgt: 

^iif+i,p~ i 

p-1 

und scbbeBlicb: 


p-1 -^if-i, p-1 
^M,P-l ^M,P-l 








'M-1,P~1 


(5) \^±hl-^ 

I ■^JSf,P-l I 

Wir werden jetzt zeigen, daB fiir jeden beliebigen Wert von i 
folgende Formebi gelten: 

(6) \DM+i,P^i I > (i_;^2(jf+i)y-i 

I > “ ~ (1 - • • • (1 - 

I + I > (o^+‘ 6 ^+’'-, 


(7) 

(«) 
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die letzte von ihuaen beweist tinsere Behauptung; daB namlicli: 

7/1= Co Q 

ist. Da (6) und (7) fur i=l gelten (s. die Formeln (4), (5))^ (8) 
aber fiir i 0 gilt (s. die Formel (3)), so kounen wir sie mittels 
volLstandiger Induktion beweisen^ indem wir sie fiir einen bestimmten 
Wert von i als ricbtig voraussetzen. 

Wir nebmen in (2) ^ M + i und erbalten so: 

I p.i ~ I < 

mitbin wegen (8): 


t ^ - 1, p-i 


7^2(ilf+0^2(i}f+0 q2{M+i) 

I ?-i 1 


7^2(JJf+0 


oder aucb: 


+ / + 1 , P_- 1 


> (1 _ 7i2(J/+0) 


.V+i-l, P-1 I 


und wegen (7): 

7 ) 

+ P- 1 


> 05 (1 - (1 - /i^a^+D) ... (1 - , 


womit'(7) selbst bewiesen ist. 

Aus (6)^ (9) erbalt man sodann: 

(10) I (1 - (1 “ . . • 

wotuit (6) bewiesen ist. 

Aus (10) folgt scblieBlicb: 

> « (> - (1 - /,3(K+i))¥+7+i . . . 

1 __ 

. . . (1 _ 7^2(i/+;)yt+.+I > a){l - (1 ~ A2(ia+i)) Jim+f)) 

und daraus (S. 431; Anm.): 

Ylp5o+7+i;/'-i| > ® [1 - + • • • + = 

= cj 1 i — h^ 1 — ?t2j" 
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Niin laBt sich N so grofi annehmen, daU fiir jedes M> Ni 


wird; daraus folgt: 


7,21/ 


if+/+i 


V\Dm+ /, + !, P-1 I > coO- 


damit ist aber (8) und zugleicli die Ende Art. 402 ausgesproclieno 
Bebanptiuig bewiesen. 


404 . Nach diesen Vorbereitungen definieren wie die P GroJBen 
^w,i, ^m, 2 , * • •; mittels der Gleicbungen: 



Cm, P dm 

+ Cm, P-1 dm + 1 + * 

‘ Cm,ldm+P-1 -{-dni+P 

= 0 

(1) • 

Cm , P dm + 1 

+ Cm, P-1 dm + 2 + ■ 

Cm, 1 dm + P + dm -f 1 

= 0 


^ Cm , P dm + P- 

.1 + Cm,P~ldm+P+ * 

' • + Cm, 1 dm + '^P-2 + 

= 0 


und scbreiben auBerdem: 


(2) Cm, P CCm + F-\- Cm, P-lCCm + P^lA h i a,n + 2P- 1 + H. 

Die Resultante aus (1), (2) ist: 


dm 

dm + 1 

• dm+P-1 

dm -h P 

dm + 1 

dm + 2 

• dm + P 

dm+P-l 

^m+P-l 

dm + P 

■ • <^m+2P-2 

<^m+2P-l 

dju -j- p 

<^m4-P + l • ’ 

‘ * dm+^P-l 

2P — E 


woraus sich ergibt: 


jgr ^in , P 




m, P—1 


Wir denkeu uns nun die Gleichungen (1) fiir den Index + 1 
hingeschrieben; durch Vergleich mit (1)^ (2) erhalten wir dann^ wenn: 


Cm -j- 1 , 7i Cm j — 13m , h 

gesetzt wird: 

13m, P 1 + Sm,P-l + a + * * ' + Hm, 1 (^m + P 

Sm,P<^iH-h2 + JBm,P-iC(,m-h3 -J- . . . Bm,lClm + P + l 


3Sm , P dm +• P- 1 “f" IBm, P- 1 -{- P + l^m, 1 + 2 P - 2 

313m,pdm^p + Pm, P-1 <^m + P+l + • • • + Pm,l<^m + 2P-1 


-0 ' 
= 0 


-0 I 


5 
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liber die singularen Punkte der analytiscben Punktionen. 


dtirch Auflosung ergibt sicb daraua: 


(~ IfH 


T){h) j^ih) Y) 

■^m + l,P-s2 r + 




wo z)'/;Vi,/>-2 die Determinante bedeutet, die man aus der Determi- 
nante des Systems diirch Unterdriicknng der letzten Zeile mid der 
(P — ^ l)-terL Kolonne erhiilt. Man bat nun fiir ein binreicbend 
groBes m (ygl. Art. 402): 

1 , ,-2 1 < (p - 1) ! (i±i: = (p - 1) ! 

wo m'== m Oder m' = m + P ist, je nacbdem i-iA <; i oder > 1 
ist; mitbin durcb eine geeignete Anderung des Wertes Ton s: 


ferner; 


r I iy;n + l,p -2 < — pTi 
Q 


auBerdein aber (s. den vorigen Artikel): 

m 4- 1 

y I Dm + l,p-l ^ 


Daraus folgt: 


mid soiuit: 




17? I 

-7»- 


iim y^l i i = P, = T < 1 . 

'in — 00 9 


Wablt man also groBer als t nnd kleiner als 1; so laBt sich 
M der art bestimmen^ daB ftir jedes m ^ M: 

1 Pvn,A 1 < trr 

Trird. Daraus folgt^ daB die Reibe: 

Gja^h + Sm.Ii + Pjtf+lj/i + Pi)f4-3,A + * • - = 

== + {CM+l,h — 0V,a) + (Cjf+2,7i — Cjf 4.1^7,,) + 

+ {C]if+B^k — Cjf+Sj/i) + • • • 
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koBvergiert oder daB sicli wahrend m deni XJneudlichen zu- 

strebt, einem bestimmten Grenzwerte naliert, deu wir mit bo- 
zeicbnen woUen. Demnacb bat man: 

I \ ^ + \^m + i,h \ H < 1 J ’ 

Nmi kann man wegen der Grleicbungen (1) scbreiben: 


~ OpOtni + + l + • ’ • + 

+ Gx + P- 1 + <^ni + P~ {pP ^nt , <^in 4" 

+ (C'P-1 — + ••*-(- (^1 G)n,i) P-\ 

und folglich fiir ein hinreicbend groBes m (Art. 402; (U): 



1 - 4 - £ 

wo r ~ 0 oder r = P; je nacbdem < 1 oder > 1 iat. 

ergibt sicb unmittelbar: 


lim y 1 \ 


I < 

: — g 


Daraua 


und; da nm eine beliebig kleine GroBe x ubertritft: 


lim V| 1 ^ 



1 

<?' 


Beacbtet man nun; d'aB 1)^^^ der Koeffizient von in deni Produkte: 

CO 

^ anx^ X (1 -f Gix 4- C-x^ -f. Cpx^') 

/i=0 

ist^ so kann man scblieBen (Art. IIB), daB der Eonvergenzradius 
dieses Produktes mindestens q' ist und daB somit f(o^ innei’balb 
des Kreises um den Anfangspiinkt mit dem Radius q' keine andem 
Singularitaten bat als die F bTullstellen des Polynoines: 

P(x) = 1 + Ctx + C,x^ + • • • + Cp^^ 

welcbe ebenso viele Pole you f(x) bilden. Der gemeinsarao absolute 
Betrag derselben ist p, da ju; wenn P'(< P) von ibnon den ab- 
soluten Betrag p; die librigen aber einen groBern absoluten Botrag 

besaBen; ^p'<“p^:,.j; sein wiirde. 

Wie man siebt; stellt das dargelegte Verfabren nicbt nur die 
Existenz der P Pole fest; sondern gestattet aucb; diese zu bestimmen. 
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Uber die singulareii Punkte der analytischen Funktionen. 


405. Wir sclireiten jetzt dazu, die Singularitaten von f(x) zu 
untersiiclieiij deren absoluter Betrag ^ q' ist. 

1st '}) ^ P, so kann man sclireiben: 



n,, a,u + i •’ 


itu-^P ^in+P-bl 

* * 


+l ^b// + 2 

' * -h P 

i>u + P + 1 hm + P + 2 

• • &W+P-1-1 


^)ii + p -1- 1 

’ * CCnii-p + P- 

• 1 -\-p + P ^nt +p -1- P + 1 * ' 

' * ^mi-2p 


erinnert man sick, daB: 

7n = 00 " m — CO " 


ist, so erblllt man darans: 


Ip = lim V\ ^m,p I ^ 


^p^^P-p+i’ 


eine Formel, die, wie man leicht sielit, anck fiir p — P — 1 gilt. 
Wir bemerken aber, daB fiir = P — 1 und fiirp = P das Grleickkeits- 
zoiclien gesetzt werden muB. 

Es sei mm p = Q der erste Wert von fiir welcken: 


I < 

wird, so daB man kat: 

V V 

Sckreiben wir: 

h=‘ p-rhi>-z> q">9' 

p e ^ p 

SO finden wir nack einem aknlicken Verfakren wie in den vorigen 
Artikeln: 


lim '>/] <lim 

/// =: 00 Wi s= OO 





Q-P+i 





1 N^m + i 





und gelangen, indem wir iiberall -vr~b“~P anstatt -= setzen, zu dem 
Sehwjafi: ^ 
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Urn y|i)„,,Q-i| = h-i 


ist. 

Setzen wir 

nnn 









, 0 , 

+ 

g:„, 


. 1 Cf>,n + 1 H 

• + 

Gtn , 1 + Q — 

1 + (^ 7/1 - 1 - Q. — 

0, 

(1) ■ 

5 Q + 1 

+ 

CL 


-l^^w + 2 H 

• + 

^vi , 1 -f 0 . 

+ C(>m + Q + 1 ~ 

0, 


. Cr/i, + 

-1 + 

c;. 


- 1 Ctni + ^ H 

• + 

Cut , 1 + - Q 

_ 2 + 2 Q - 1 — 

0, 





c; 

fit 

+ 1 ,A — ^///-, 

7i = 

^7/1 , ?t y 




so erhalten wir wie friiher: 

jnQ>) j) 

^mJi \ ^) 'T) 7 ) > 

wo Dm+ 1 , e-2 dieselbe Bedeutung bat wie oben. Da mm <3 — 2 ^ P — 1 
ist, so hat man: 


+ 1 




Q Q 




‘ e ' 


m + 1 


mitiim: 


nnd folglich: 


l/| -Dm + l, Q-l I ^ P ,Q-p? 

QQ 

^A~Y) i \ 1 ■— £ 

y I , Q- 1 1 ^ ■ P'7 q 1 ”p 7 




l-)_ s\2m + lp' 


m+ 1 


lim Y\K„A ^ 7, = t'< 1. 

7/1= CO ^ 


Daraus geht wie friilier hervor^ dafi sich. Crn,hy wahrend m deBi 
Unendliclien zustrebt, einem beBtimmten Grenzwerte niiliert, den wir 
nxit Ch bezeiclinen wollen. 

Setzt man analog wie friilier: 

+ Cpa^ + Op^ta7n-\-i -j- . . . Ciain^p^fi- + 


( 2 ) 


&/n + 2Q-a — Cpam-^2Q-P-~1 + Gp-l^l'm + ^Q- P + * • • 

+ 6 ia;n 4 . 2 ( 3~2 + + 
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wo die Koeffizienten von 7n unabliangig sind, so lassen sich die 
Grleicliungen (1) folgendermaJBen sclireiben: 

a;u- P^m + F + • • • 

4“ + ^ni + q. ” 


I , Q 4 - Q _ 1 + ••• + C;n,Q-P + l^^»i+P+Q-2 + C,/i,Q^p&m+P+Q-lH 

^ 4* == Oy 

WO die lineare Funktionen der Cn,,h Hiit von m unabliangigen 
Koeffizienten sind. 

1st; 

Om + X,h — Cm , == Bm , h j 

SO findet man auf die obi^e Weise: 


jni^i) T) 

T?" _ z' 1Vi + 

- I,- 1) -= ^ , 

wo die D ebenso aus den Koeffizienten der Gleickungen (3) ge- 
bildet sind wie die entspreclienden D aus den Koeffizienten der 
Gleichungen (1) des Art. 404. Es ist aber offenbar, wenn man die 
Gleicbungen (2) beachtet: 

B'm , Q “ B))t , j Q j Bm ^ 1 ^ Q _ 1 ~ Dili 1? Dm^Q — i == Dm^ Q -- 1 ^ 

ferner ist Dm+i,Q .-2 die Determinante^ die man aus: 


Ctiii^-l ' 

• djn-hF 

'bm + P + 1 * 

' + Q 

+ <2 ' * 

■ Ctf)i + F + Q, 

-l&m + P+ Q ■ ’ 

■ &WI + 2Q-1 


durcb Unterdriickung der letzten Zeile und der (Q — ]i l)-teix 
Kolonne erhalt. Je nacbdem h'^ Q — P + 1 oder h <C Q — P 
ist die unterdriickte Kolonne aus Symbolen a oder aus Symbolen h 
zusammengesetzt. Im ersten Falle kat man^ wenn der Einfackbeit 
wegen ^ > 1; > 1 vorausgesetzt wird^): 

I 7)0) I y 

|i>w+i,Q-3 I < — J-ji h]r_i-7Qrp I ; 

1) Es ist sekr leicbt einztieelien, dafi das Endergebnis auch in den andern 
Fiillen dasselbe bleibt. 
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mitlim fill* ein hiureiclieiLd grofiea 'iu loei geeigiieter AndBrung von si 


■^t/! f)C'') ' I ^ ^ . 


im andern Falle dagegen: 




wi 4- 1 » Q 


-3 < 




Daraus folgt in den beiden Fallen beziebeutlich: 


ni = <x ^ 

lim V] ^ < 1, 

m = CO V 

und hieraiis leitet man in gewolinter Weise her, daB sich fllr 

^lle Werte von. li eineni Grenzwerte C// niihert, wenn })i dom Uneiul- 
lichen zustrebt. Man karm inin aber znvor zeigen, dafi: 

Ch = 0 wird fiir h'^ Q — F 1. 

Wir denhen nns von den Gleichxmgen (3) die P er&sten nach 
Cm, a; C4', a-i;**'; Gn^Q-F+i wklich gelost, wahrend wiv die uooh 
tibrigen G,n^k als bekannt ansehen*, es ergibt sick far h^Q — F+li 


CinJi = ~ ~ Q- P + 


m, iP*- 1 


^rn,(l~P-l^h “T • * • T" 1^4 "T *^4 1; 

worin man /iP ans Drn,p-t erhalt, indem man die Elemente der 
^ + 1— -/i-ten Kolonne dnreh die GroBen &ru+7c; l^m+k+xj • * ■; 
ersetzt. -KTun ist: 


lim I = 

= 00 


wahrend; wie leicht einziisehen: 
ist; daraus folgt: 


lira’ll 


71} f ' 

lim 1/ 

w = CO ' 


D, 


*-'4 

m, jp-l 


<^<1 

— q 


und somit: 


Af 

lim yr = 0. 

m = DO •^m , P — 1 



liber die singulilreu Punkte dor analytischen Funktionen. 
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Aiidrerseits nahern sicli die Gn^q-p-xj • • Gra,i end- 

lieheii Grenzwortea; mithin strebt der Null zu. 

Eriuneni wir ima nuu, daJB die lineare Fuuktiouen der Cm,h 
niit YOU m uuabhangigerL Koeffizienten sind^ so kann man daraus 
schlieBeii; dafi dieselben Bezielmugen, welcke die Giu,h an die 
kuupleii^ aucb die G)[ an die G^ kniipfen. Seizt man daber: 

+ p “ G^ani + + l + • • • + Gia,n+p-l + Clm+p? 

SO ergibt sich offenbar: 

l>m-hp = + ' * • + Cl hniJ^p-l + hni+p 

Oder auch; da Gu ~ 0 ist ftir ^ 0 — P + 1 : 

Cq- + P- ^ 2 -l-P+l d 1 “ Ci +&;»+p* 

Durcb das Verfahren des Art. 404 finden wir dann: 

lim yi I'm 1 ^ 4 , 

•m = 03 “ 

woraus folgt, dafi der Konvergenzradius des Produktes: 

cn 

• (1 + Ci'rr + + • * • + Gq-.px^" 

;i = o 

Oder des Produktes: 

oo 

y ■ (.1 + H h GqX^) 

7i=:0 

niebt kleiner ist als q". 

Wir baben so Q — P weitere Pole abgesondert, die auf der 
Kreislinie q' liegen. 

Auf dieselbe Weise kann man fortfabren. 

406 . Beachtet mauj dafi: 

= 9 fur p£F-l, 

= p' fur 
= 9 " fur 


so kann man den Seblufi zieben: 
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Das Verhaltnis nimmt niemals ab, solaiige p waclist; 
•and liat man £dr einen bestimmten Wert von p: 




? 


so besitzt die Fiinktion innerlialb des Kreises vom fiadius 
um den Anfangspunkt keine weiteren Singiilaritatcn 
als p Pole. 

Was die Art betrifft, in der sick das Verkaltnis andern kaum 

so liegen vier Moglickkeiten vor: 

1. 1st fiir einen bestimmten Wert von p gleick so kat 

die Punktion in endlicker Entfernung keine weiteren Singularitaten 
als p Pole and ist mitkin der Quotient aus einer ganzen Punktion 
and einem Polynonie. 

2. Ist lim y--- == 0; so kat die Punktion in endlicker Entfernung 

keine andern Singularitaten als Pole (in unendlich groBer Anzahl)^ 
ist also meromorpk, 

I 1 

3. Ist lim > 0, so kat die Punktion innerlialb des 

p-as >-l 

Kreises vom Eadius B um den Anfangspunkt keine andern Singulari- 
taten als unendlick viele Pole. 

4. Bleibt von einem bestimmten Werte von p an konstauL 

so sind die dem Anfangspunkt nackstliegenden Singularitaten der 
Punktion p Pole^ wakrend der darauffolgende singnlare Punkt kein 
Pol ist. 


407. Einen besonderen Fall der dargelegten Theorie bildet der 
folgende Satz, der sick als zweiter Teil des bericktigten Satzes von 
Lecornu (Art. 375) anseben laBt: 

1st lim = -u and: 

A = cc + l 



< 1 


; 


— li 
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00 

so besitzt die Reihe ^ auf dem Konvergenzkreise den 

4 = 0 

einzigen singnliiren Punkt und dieser ist ein einfaclier Pol. 

^4 

Setzen wir allgemein so folgt ans: 

^4 + 1 


1 


nmnittelbar: 


imd soniit: 


Aii,! 


u 

1 

^771 f 

a 

%, 

%l + l 

«m + l 

%t-h2 

% 

%7+l 


%i + 1 

+ 2 



'm + 1 
'm+2 


— u ^ e, 


w +1 


(.^771 ^771 -j- 1 ) ^771 + 1 ^771 -f- 2 ? 


darans aber: 


7\ k ;\ 

Da nun lim ’■>/{£„ | = y, | = lini™''i/| £,„^i | = ist, so 

m = 00 771 — <X) Wi = 00 

folgt daraus (Art. 118): 

I ^ y \ I + 1 I = ?• 

77L ss 00 7/{ — CO 


da ferner: 


=limV|«„+3 


ist^ so hat man: 




< 


JL<1. 


es ist daher auf dem Konyergenzkreise keine andre Singularitat vor- 
handen als ein einfacher Pol, der zufolge dem ersten Teile des Satzes 
Ton Le cornu notwendigerweise u ist. 


6. Frage. 

408. Es liege ein arithmetischer Ausdruck F(x') yor, der in 
einem hestimmten zusammenhangenden Bereiche C eine analytische 
Funktion /'(iu) darstellen moge. Ist c ein Punkt innerhalb (7, so hat 
man: 
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m = F(c), f<r)[c) = F^%c) 

mittdn fiir jeden Pnnkt x einer bestimmten Umgebung von c: 


r = 0 -r=:0 

1st c dagegen ein singularer Punkt von f{x)j so konneu folgende 
Falle eintreten: 

a) F{x) nnd seine Ableitnngen sind in dem Punkte c nicbt ond- 
liob. Oder nicbt bestimmt; 

b) F[x) und seine Ableitnngen sind zwar endlicb nnd bestimmt; 
aber die Peibe: 

00 

(1) 2;T^'''’(^)(^-")’' 

r = 0 


bat den Konvergenzradins Null. 

c) Die Eeibe (1) bat einen von Nnll verscbiedenen Konvergenz- 
radius. In diesem Falle ist aber fiir die zngleicb im Konvergonz- 
treise von (1) und im Esistenzbereicbe von f{x) liegenden Punkte x 
die Gleicbung: 

00 

f{x)=^^^,F^-){c){x-cy 

r = 0 

unmoglicb. 

Der erste Fall tritt z. B. eiu; wenn c Pol eines der Glieder von 
F{x) ist^). 

Der zweite Pall verwirklicbt sich unter gewissen Umstanden 
(vgl. z. B. Art. 392); wenn Cj obne Pol eines Gliedes von F{x) zu sein, 
Grenzstelle der Menge dieser Pole ist. Es mag bier ein einfacbes 
Beispiel geboten* werden. 

Ist: 


( 2 ) 


F{<,) 


3 


a^x ' 


worin a > 1 ist. so sind die Pole von Fix) die Punkte .r ^ ; 

sie liegen auf dem negativen Teile der reellen Acbse und baben den 
Anfangspunkt zur Grenzstelle. 


1) Ware es Pol mebrerer Glieder, so kSnntc es eintreten, daB sich die 
beziiglicben Singnlaritilten gegenseitig anibSben. 



tlbor die singulilren Punkte der analytischcn Punktionen. 


419 


Die AbleituBgen yon F(x) sind: 


folglicli hat man: 






CO 00 ^ 

^XO) =2 ki = = (- It = (- 

A = 0 A = 0 

SO daB die Funktion imd ihre samtlichen Ableitungen im Anfangs- 
punkte endlich sind; ferner ist: 


(3) 




Nun hat man yon einem bestimmten Werte yon r an: 


(4) ^ 
mithin: 

1? i (- lye^’’ I = i/e^ = / * > e", 

und hieraus: 

lim ]/\ (— iyc^’'\ == cx>; 

/’:= OO 

folglich ist (Art. 113) der Konyergenzradius yon (3) Null. 

Aus dem gegebenen Beispiele laBt sich unmittelbar ein zweites- 
herleiten, indom man in (2) anstatt a, x setzt. Man gewinnt- 

so den arithmetischen Ausdruck: 


(5) 

Oder auch: 


F(x)==^ 


1 1 


A = 0 


- ia^^x 


+ 


1 + ia^'x) ‘ 


seine Pole sind die Punkte ^ = ± , die auf der imaginaren Achse 

a 

liegeUj in bezug auf den Anfangspunkt symmetrisch sind und diesen 
als Grrenzstelle besitzen. Man hat: 


n-d 


'W L I (-ir \ 

Ul - ia'‘cey+^ (l + ia,’‘xy^V > 
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mithin: 


■^(0) =2 J V! 1)0, 


.also : 


A = 0 


A = 0 


i?(2*)(0) = (- 1>''(2 s)!2 V = (- = 0, 

/ i ==0 

00 CO 


r = 0 


mittels derselbea Erwagungen wie friilaer weist man nactt^ da6 tlie 3 so 
Reihe fux jeden Wert yon x divergent ist. 

Dieses Beispiel ist nocE aus einem andern Gresichtspunkte be- 
merkensweri Betrackten 'wir F{x) als eine dnrcli (5) gogehene reello 
Punktion der reellen Veranderlicken x, so ist sie zugleicli iiiit alien 
ihren Ableitmigen ftir jeden endlichen Wert von x endlich und st(3tig 
nnd dennock ftir = 0 nicht in eine Taylorsche Reike entwickelbar. 
Die Moglickkeit eines solcken ZusammentrefPens^ die nock Ijiigrange 
nickt zngak^ wurde kereits yon Cancky und spater yon Du Boys- 
Reymond ins reckte Lickt geruckt; weskalk es stattfinden kanU; zcigt 
uns deutlick das soeken bekandelte Beispiel. Richten wir unser 
Angenmerk lediglick au£ die reeUen Werte yon so werden wir 
yerleitet^ einen grofien Teil seines Variabilitatsbcreickes m vernaok- 
lassigen, und es entgeken uns so samtliche aufierhalb der reellen 
Ackse liegenden Pole des aritkmetiscken Ausdrncks. Gibt es daher 
•einen Punkt der reellen Ackse, der, okne Pol zu sein^ Gronzstolle 
unendlick yieler komplexer Pole ist, so konnen in diesem Punkte der 
aritkmetiscke Ausdruck nnd seine Ableitungen endlick sein, wakrend 
die Entwicklimg in eine Taylorscke Reike in keiner (auck nur linoaren) 
Umgebnng desselben moglick ist; nnd der Grund dieser Tatsacke wird 
sick uns nur dann offenbaren, wenn wir unser Augenmork auf den 
ganzen komplexen Bereick rickten und so gewahr werden, dab jcde 
beliebige (zweidimensionale) Umgebnng dieses Pnnktes Pole (mtlialt. 


409. Durck eine kleine Anderung des Ausdruckew (2) im yorigen 
Artikel konnen wir ein Beispiel filr den dritten der in diesem Artikcd 
■angefiikrten Palle gewinnen. 

Es sei: 


CO 


(- if 1 

1 + a’^x’ 


( 1 ) 
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worin wie friiher a>lisi Die Pole yon F{x) sind wiederum die 
Punkte X = — ; sie liegen auf dem negativen Teile der reellen 

Ackse und liaben den Anfangspunkt zur Grenzstelle. Es ist daiin: 



und die ileihe (2) hat einen unendlieh groBen Konyergenzradius. 

Es gibt aber keine Umgebung des Anfangspunktes, in deren 
samtlichen Punkten die Ausdrticke (1);, (2) denselben Wert besitzen. 
Man nehme namlich irgend eine Umgebung des Anfangspunktes, und 
es sei — ar^ einer der in ihr enthaltenen Punkte 
— . In dem Punkte •— a""* wird (1) unendlieh, wahrend (2) 

<len endlichen Wert: 


/• = 0 r-U 

anninimt; wahlt man daher beliebig eine positive GrroBe I groBer als 
\K\, so laBt sich eine Umgebung von — angeben^ in deren samt- 
iichen l^unkten der absolute Betrag von (2) kleiner als der absolute 
Betrag von (1) aber gToBer als I ist. Damit ist die Behauptung be- 
wiesen. 

Um uns von dieser Tatsache Rechenschaft zu geben, setzen wir: 
F{x)^F^{x)-F,{x), 

Vivaiiti, Tlioorie der eindoutifren analytisclien Funktionen. 
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wo: 


-^1 (®) -2 {2hy. 1 + ^ 2 {2h + 1 ) ! 1 + 

ist. Es ist dann: 

CO 

(0) = 2 m ! = ' = 2 ’ 

A = () ^ ^ 

■> 2 A y -1 

JvV)(0) = (_ iyr\2j Wh)i = I)"*’’ “ 2 + '■■■ 


A = 0 






(2A + 1)/- 

(27r+’l)! 




Die Reihen: 


i4) 2’>T>(0)^-, 

/=0 ■ r =0 

haben, wie leicbt einzuseben, den Konvergenzradius Null*, es fallen 
aber in der Reihe: 

CC CO 

2 rd^m - -2ri 

r = 0 r = {) 

diejenigen Teile der Koeffizienten der Reiben (4) weg, die dem Un- 
endlicben zustreben^ so daB die Reibe selbst einen yon Null yerschie- 
denen, ja, unendlicb groBen Konyergenzradius besitzt, Andrersoits 
baben ebenso die Pole yon F^(x) wie diejenigen yon F^{x) den An- 
fangspunkt zur Grenzstelle; sie konnen sicb aber nicbt gegonseitig auf- 
beben, da sie yerschieden sind. Die Existenz dieser Pole sseigt uns, daB 
F(x) in keiner Umgebung des Anfangspunktes in eine Taylorscbe Reibe 
entwickelbar ist, wabrend uns das gelegentlicbe Fortfallen gewisser 
Glieder in den Koeffizienten erklart, wie es yorkonamen kann, daB die 
dem Anfangspunkte entsprecbende Taylorscbe Entwicklung einen you 
Null yerscbiedenen Konyergenzradius besitzt. 
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Auch hier konuen wir ein weiteres interessantes Beispiel ge- 
wiuiien; wenn wir in (1) oc^ anstatt % setzen. Wir erhalten so 
den Ausdriick: 




(- 1)" 


1 -|- ,r“ 


1 . A \ 


desseii Pole die Punkte x == i sind*, sie liegen auf der imaginaren 

A(*.hse and kabeu den Anfangspnnkt znr Grenzstelle. Man erhalt in 
dieseni Palle: 

7<’(0) = ft- S F(2'-)(0) = (- l)'(2s)! 1)(0) = 0 , 

cft 00 

r-0 ‘ ,S=0 

diese lieihe ist fur jeden endlicken Wert von x konvergent, aber es 
gibt koine Umgebung des Anfangspunktes, in deren sarotlichen Pnnkten 
F{x) — (p{x) ^ 0 ware. 

Beji.clitet man, dafi: 

cp{0)^F(p), = 

ist; SO kann man weiter scklieBen, daB der aritlimetische Ansdruck: 

fQjo) = F{x) ~ (p{x) 

im Anf'angspnnkte zugleich mit alien seinen Ableitungen Null ist, 
ohne jedock identisch zu vereckwinden. 
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(1-, 1'-) 228. 229 230, 291, 292. 

Integral (einer Potenzreilie) 86. 

doiisouaclier Satz 207. 

Kardinalzalil 5 
— 21 . 

Klasse (einer ganzen Fuuktion) 158. 
Klassen (von transfinitcn Zalilen) 37. 
Kontiminm 4. 

Konvergenz (gleichmaiiige) 58. 
Konvergenzboreich 137. 
Konvergenzexponent 228. 229. 
Konvergenzkreifl 01. 

Konvergcnzradins 61. 

KotivergenzzaWen 155. 

Laurent 8 chor Satz 126. 

Linion (Hingulare) 312. 

Loffaritnmon (liyperboliscbe oder natiir- 
Iicbe) 94. 99. 

Lfickon 312. 

Lfickonfunktionen 313. 

Machtigkeit 5. 

• (den Kontinuums) 17. 18. 20. 

— ' (erHto) 12. 

— (grOBero, kleinere) 11. 12. 
Maxinxaltypns 230. 

Maximum (einer Funktion) 52, 101, 
Mengen 1. 

■ (abgescblossene) 4. 

(abzahlbare) 8. 

(ondlicbe) 2. 

(in sich dicbte) 4. 

— (iHolierte) 4. 

— (perfekto) 4. 

(stetige) 4. 

~ (iiberall dichto) 4. 

— (unendliche) 2. 

“ ■ (zusammenhangende) 4. 
M-Entwicklungen 374. 

M-Fnnktionen 374. 375. 

Minimaltypus 230. 

Minimum (einer Funktion) 52. 101. 
Mittag-Lenlerscher Satz fiir Funktionen 
mit unendlich vielen singularen 
Punkten irgendwelcher Art 215. 


Mittelpunkt (eines Sternes) 352. 
Mittelwert 75. 

Multiplikation (der Mengen) 6. 
— (der Ordnungstypen) 29. 

Newtonscbe Pormeln 285, 
Normalfunktionen 158. 
Normaltypus 230. 

Nullstellen 120. 


Ordnung 229. 230, 288, 

— (einer Nullstelle) 120. 

— (eines Poles) 119. 
Ordnungstypus 28. 
Ordnungszahl 29 

— CO 35. 

— SI 38. 

Ordre 229. 

— apparent 230. 

— r^el 228. 


Permanenz der analytischcnBeziehungen 
111 

Picardscbe Siltze 293. 

Poincar(5soher Satz fiir ganze Funktionen 
269. 

Pole 118. 

Polynome 60. 

Potenz (einer Menge) 7. 

Potenzreihen 60. 

— (gleicksingulare) 376. 

— (transformierte) 103. 

Primfaktoren 157. 

Produkt (zweier analytischer Funktionen) 

112 . 

— (zvreier Mengen) 6. 

— (zweier Ordnungstypen) 29. 

Punkt (auBerwesentlicb singular er) 118, 

— (isolierter singularer) 128. 

— (nicht absolut singumrer) 347. 

— (singularer) 108. 109. 

— (wesentlich singul'arer) 118. 

Quotient (zweier analytiscker Funktionen) 
114. 

Bang 157. 158. 

Reiben (eigentlicb divergente) 423. 

— (einfacb unbestimmte) 326. 

— (geordnete) 28. 

— (w-facb unendliche) 305 

— (summierbare) 326. 328. 

— (wohlgeordnete) 28. 

Bollescher Satz 179. 
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Schnitt (kunstlielier) 339. 

— (naturlicher) 341. 

Schwankxmg 52. 

Stem 352. 

— (umschriebener) 364. 

Stetigkeit 53. 

— (Satz von der gleickmafiigen) 54. 
Snmme (einer divergenten Reihe) 326. 

328. 

— (zweier analytischer Funktionen) 112. 
— • (zweier Mengen) 6. 

— (zweier Ordnnngstypen) 29. 
Summierbarkeitspolygon 333. 

Tangente (langs eines Berukrungspoly- 
noms) 408. 


Taylorsche Reihe 100. 
Teilmenge 2. 

Typns 230. 

Umgebung 1. 
Unendlicbkeitspunkte 118. 
Unstetigkeitslinien 312. 

Terbindungsmenge 6. 
Vereinigungsmenge 6. 

■Wachstum 288. 
WeierstraBscber Hilfssatz 83 
— Satz 154. 

Xahlen (transfinite i 28. 29. 


IsT amenregister. 

Die Zalilen geben die Soiten dcs Bucbos an. 


Abel 117 319. 486. 495. 
Agnola (deir) 228. 349. 376. 

484. 502. 

Amigues 484. 

Appell 173. 484. 

Arcais (d’) 128. 139 484. 
Ar chimed 499. 

Arone (d’) 312. 484. 
Arzela 83. 484. 

Ascoli 484. 

Bagnera 228. 602. 

Baire 484. 502. 

Barnes 228. 319 484. 502. 
Bassi 174. 228. 484. 
Beckman 484. 

Bendixson 486. 

Bernstein 1. 10. 12, 485. 
Bertini 131. 

Bettazzi 6. 485. 602. 

Betti 154. 485. 

Bianchi 51. 485. 

Biasi 485. 

Biehler 485. 

Biermann 61. 486. 

Bindoni 1 485. 

Boggio 502. 

Bohlmann 489. 


Bois-Reymond (du) 480. 

485. 492. 

Borel 1. 12. 51. 157. 228. 
230. 293. 294. 301. 305. 
319. 326. 330. 334. 338. 
342. 344. 347. 349. 372. 
373. 374. 375. 376. 385 
396. 396. 410. 485. 486. 
490. 491. 496. 502. 503. 
506. 507. 

Bortolotti 1. 66. 228. 486. 
502. 

Boutroux228.258 276.291. 

486. 502. 

Bucca 212. 349, 48(5. 
Bukrejef 228. 486. 502. 
Burali-Forti 5. 486. 487. 
Burkhardt 51 487. 

Oantor 5. 6. 8 10. 12. 36. 
48. 289. 486. 487. 488. 
489. 491. 493. 499. 500. 
501. 507. 

Capelli 52. 391. 

Casorati 130. 131. 174. 212. 

487. 

Canchy 63. 293. 319. 440. 
441. 468. 480. 501. 


Cayley 312. 487. 
Cazzaniga 173. 293, 487. 
488. 

Cesaro 95. 124. 130. 160. 
163. 174. 229. 232. 245. 
319. 326. 420. 428. 465. 
488. 

Chelini 488. 

Chessiu 396. 488. 

Cousin 212. 488. 

Coutnrat 488. 502. 

Cranz 488. 

Balwigk 83. 488. 
Davidoglou 502. 

Dcdckind 488. 601. 502. 
Desaint 174. 188. 228.293, 
376. 396. 488. 

Besaints 349. 488. 
Descartes 181. 248. 
Dickstein 488. 

Dienes 396. 602. 

Dillner 488. 

Dini 164. 212. 488. 
Dirichlet 505. 

Dunan 1. 488. 

Emcb 502. 

EnestrOm 488. 
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Hluler 132.15.1 160. IGl. 301. 

328. 400. 403. 

I^Jvellin 1. 488. 

Faber 340. 376. 396. 488. 
480. 502. 

Kabry 228. 334. 347. 376 
306. 410. 440. 480. 
Karkaa 203. 480. 
l^aton 306 602. 603 
Pejer 310. 603. 

Forsyth 51. 489. 

Fouot 61. 480. 

Fourier 408. 500. 602. 
Franel 489. 

Frochet 503. 

Fr<idholm 312. 340. 371. 489. 
405. 

Fron/.el 212. 480. 

Fu(4is 313. 

Oaldeano 480, 

Galvaiu 310. 503. 

Garibaldi 480, 

GauB 133. 140. 153 
(lavrilovitcb 480. 503. 
(Jazzaniga 173. 480. 
(Jeiioccln 480. 

(^orbaldi 487. 480. 

Gillet 312. 480 
Girot 486. 

Ghidico 489. 

Gmoincr 503. 606. 

(Soiirsat 207. 212. 228, 312 
334. 340. 480. 495. 503. 
Guichard 490. 

Gunderson 1. 490. 
Gutberlet 490. 

Gutzmcr 75. 490. 

Hadamard 63. 67. 168. 228. 
310. 334. 349. 376. 385. 
302. 395. 306. 307, 308, 
440. 441. 458. 404. 484. 
485. 486. 400. 401. 492. 

403. 407. 400, 601. 503. 
Hanuequin 400. 

Hanui 340. 400. 503. 
Hardy 228 310. 330. 503. 
Harkness 51. 400. 406. 
Harnack 490. 

Hausdortf 1. 400. 503. 
Hayashi 228. 503. 

Jleiixo 507. 

Horniite 61. 174. 212. 490. 

404. 600. 

Hilbert 349. 351. 400. 507. 


Hill 228. 334. 503. 504. 
Holder 131. 490. 
Holzmiiller 143. 

Homen 312. 491. 

Humbert 504. 

Hurwitz 51. 174. 376. 302. 
401. 

Illigens 401. 

Jaggi 228. 401. 504. 
Jahraus 396. 504- 
Jensen 67. 207. 228. 480. 
401. 606. 

Joachimescu 319. 491 
Jordan 401. 

Jourdain E. B. 504 
„ J 504. 

„ Pb. E. B. 504 

Jurgens 1. 491. 

Kant 488. 

Kerry 491. 

Keyser 1. 401. 

Killing 401. 

Kluyver 310. 349. 491. 504. 
Koch (von) 228. 334. 491. 
504. 

KOnig 306. 491. 

Koteloff 401. 

Kowalewski 96. 124. 136 
160. 163. 229. 232. 245 
420. 428. 465. 

Kraft 228. 291. 292. 293. 

305. 401. 

Krause 212. 401. 
Krygowski 312. 334. 401. 

Lagrange 480. 

Laguerre 167. 174. 209 488. 

401. 402. 408. 

Landau 293. 294. 504. 
Laplace 495. 505. 

Lasker 396, 492. 

Laurent P. A. 76. 117, 126. 
128. 220. 222. 223. 494 
499. 

Laurent H. 349. 492. 
Lean 228. 340. 376. 306, 
408. 410, 402. 604. 
Lebesgue 504. 

Lecornu 396.397.476,477. 
492. 

Lerch 144. 312. 319. 396, 
492. 497. 

Levi 1. 48. 492. 
Levi-Oivita 228. 492. 


Lewicky 492. 493. 
LindoloV 157. 207. 228. 220, 
270. 334. 306. 403. 503, 
501. 

Lindgrcn 228, 504. 

Lorey 400. 403. 

Loria 403. 

Lugaro 376. 504. 

Liiroth 488. 493. 

Maccaferri 493. 

Maillot 1. 210. 228. 290, 
293. 305. 310. 311. 312. 
310. 403. 404. 504. 505, 
506. 

Malmquist 228. 505, 
Marotte 487. 

Marx 174. 494. 

Mattson 505. 

Mellin 228. 404. 505. 
Moray 396. 494. 

Meyer A. 67. 104. 

Meyer F. 404. 

Milesi 494 
Milhaud 485. 404. 
Mittag-Leifler 75. 174. 211, 
212. 213. 215. 216. 221, 

228. 312. 338. 349. 351, 

352. 372. 373. 374. 306, 

485. 487. 489. 490. 494, 

495 406. 497. 500. 501, 

503, 504. 505. 506. 

Molk 51 405. 500. 
Montessus de Ballore (de) 
340. 505. 

Morley 51. 490. 496. 
Mortol 340. 505. 

Muller 484. 

Netto 495. 

ISTev^ton 286. 

Niccoletti 174. 495. 

Oldenburg 310. 496. 
Orlando 228. 506. 

Osgood 51. 83. 349. 306 
495. 505. 

Fade 310. 405. 406. 
Painlov^ 131. 228. 305, 334. 
349. 351. 372 375. 306. 

486. 496. 

Paolis (de) 496. 

Pascal 173. 496. 

Peano 487. 489. 406. 506. 
Pellet 228. 505. 

Petersen 51. 207. 228.‘406. 
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Pctrovitcli "228. 40G. 505 
Pliragm<5n228. 349 496. 505. 
Picard 173. 293. 294. 305. 
306. 334. 347 485. 490. 
400.497.498.504.506.507. 
Pincherlc 51. 64. 68. 174. 
212. 305. 319. 376. 379. 
385. 392 497. 601. 505. 
Pizzarello 174. 497. 
Poincare 157. 228. 269. 312. 
313. 317. 318. 319. 325. 
338. 342. 495. 497. 
Poisson 503. 

Pomey 497. 

Pompein 334.396. 497.505. 
Porter 605. 

Pringsheim 63 75 122.131. 
143. 157. 228. 230. 273. 
396. 410. 411. 432. 497. 
498. 501. 505. 
Pszeborsky 312. 498. 
Puzyna (von) 51. 158. 349. 
498. 606. 

Eaay (Janssen van) 498, 
Radeliinger 349. 506. 

Re (del) 506, 

Remoundos 228. 293. 498. 

505. 506. 

Renaux 349. 498. 

Riemann 490. 500. 503. 
Riesz 506. 

Riquier 498. 

Rolle 179. 180. 182. 185. 


Schaper (von) 157. 158. 

228. 229. 230. 293. 499. 
Sclieefer 75, 499. 

Schepp 488. 489. 500. 
Sobering 173. 212. 499. 
Schloinilcli 143. 
Schoendiea 1. 499. 606. 
Schottky 203, 506. 

Schou 228. 499. 

Schroder 10, 143. 499. 
Schwarz 499. 

Seguier (de) 506. 

Seidel 143. 

Servant 319. 396. 199. 
Severini 83. 499. 606. 
Sihirani 506. 

Sigma 228. 606. 
Slcschensky 499. 

Sparre (de) 174. 197. 109. 
499. 

Stilckel 173. 174. 312. 396. 

499. 

Stieltjes 312. 396. 500. 
Stolz 396. 500. 603. 506. 
Stormer 228. 506. 

Stranfi 506, 

Tannery J. 51, 143. 496. 

500. 

Tannery P. 48. 500. 
Taylor 100. 101. 434. 440. 
480. 482. 486. 488. 489. 
490. 492, 493. 494. 495. 
496. 498. 499. 502. 503. 


J’initHcluHiko 51, 500. 
Toiroletti 228. 500. 


Veltiuann 500. 

Yoroiicso 491. 499. 500. 
Vincent 499. 500. 

Vitali 212. 349. 500. 506. 
Vitorhi 212. 500. 

Yivauti 1. 3. 27. 51. 68, 89. 
131. 174, 22H, 319. 396. 
487, 497, 500. 501. 
Vlcck (van) (53. 501. 

Y()l])i 501. 

Voltcrra 349, 501. 


Waiter 63. 501. 
Wcierstrafi 75.83.114. 130. 
143. 153. 155, 159. 160. 
167. 3 73. 174. 232. 213. 
215. 219. 221. 227. 233. 
312. 314. 338. 351, 400. 
411. 414. 455. 487. 488. 
496. 490. 497. 501. 503. 
504. 506. 507. 
Whitoiicad 1. 501. 507. 
Whittaker 507. 

Wigort 228. 501. 507. 
Wimaa 228. 273. 276. 349 
507. 

Witting 174, 501. 
Woionoi 319. 501. 

Young 507. 

Zonon 500. 

Zermclo t. 10. 501. 507, 
ZoccoU 501. 

Zoretiti 396. 507. 


Roy (le) 319. 327. 396. 498. 
499. 500. 

Runge 83 349. 350. 351. 
372. 499. 

Russell 1. 499. 606. 


504. 

Teixeira 312. 500. 
Thomae 51. 500 
Thome 319, 396. 600. 
Thne 506. 


Zu verbessern: 

S. 293 Z. 3 V. u. 632b statt 632ter. 

S, 334 Z. 2v. u. 67la „ 571bis. 

S. 349 Z. 14 V. u. 644 a „ 544bis. 

Z 12 V. n. 602a ,, 602biB. 



p. p. 

Meineii umfangreiclien Veiiag auf dem Gebiete der Mathematisclien, 
der Teohnischen und Naturwissenschaften aach alien Richtungen bin 
weiter aiisziibauen , ist mein stetes durch das Verti’anen und Woblwollen 
zablreieber hervorragender Vertreter obiger Gebiete yon Erfolg begleitetes 
Bemilben, wie iuein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, dafi bei gleicher 
Unterstiitzung seitens der Gelebrten und Scbulmanner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren XJnternelimungen Lehrenden und Lernenden in Wissen- 
scliaft und Scbule jederzeit forderlich sein werden, Verlagsanerbieten ge- 
diegener Ai'beiten auf* einschltigigem Gebiete werden mir desbalb, wenn 
aucli scRon gloiche oder ahnliclie Werke uber denselben Gegenstand in 
rneineni Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zablreicben Unternehmungen macbe ich ganz besonders 
auF die von den Akademien der Wissenscbaften zu Gottingen, Leipzig, 
Mdncben xind Wien beraxisgegebene Encyklopadie der Mathematiselien 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bilnden die Arithmetik und Algebra, 
die Analysis, die CScoinetrie, die Mecbanik, die Pbysik, die Geodasie und 
(ileopliysik und die Astrononiic bebandelt und in einem SchluBband 
bistorisclie, pbilosopbiscbe und didaktiscbe Fragen besprecben wird. Eine 
firanssbsische Ausgabe, von franzdsischen Matbeinatikern besorgt, hat zu 
tH’scbeinen begonnoii. 

Weitester Verbreitung ertreuen sicb die mathematischen und natur- 
wissenschaftlicben Zeitsoliriften meines Verlags, als da sind: Die Matke- 
matiscken Anualen, die Bibliotheca Mathematioa (Zeitschrift fur Ge- 
srdnchte der Mathematischen Wissenscbaften), das Archiv der Mathematik 
und Fhysik, der Jahresberioht der Deutschen Mathematiker-Vereini- 
gung, die Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (Organ fiir 
angewandte Mathematik), die Zeitschrift fiir mathematischen und natur- 
wissensohaffcliohen Unterricht, die Mathematisch-naturwissenschaft- 
liohen Blatter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift fiir den gesamten natur- 
kundliohen Unterricht aller Schulen), die Geographische Zeitschrift u. a. 

Seit 1868 verbffentliche icb: „Mitteilungen der Verlagsbuchhaiidlung 
B. G. Teubner“, Diese jabrlich zweimal erscheinenden „Mitteilungen‘‘, die 
unentgeltlich in 30 000 Exemplaren sowohl im In- als auch im Auslande 
von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, das meinem Yerlage 
Aufmerksamkeit scbenkt, von den erscMenenen, unter der Presse befindlichen 
und von den vorbereiteten Untemebmungen des Teubnerscben Verlags in 
Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis auf die Jiingstzeit fortgefiihrte 
Ausfhhrliohe Verzeichnis des Verlags von B. G. Teubner auf dem 
Gebiete der Mathematik, der Teohnischen und Katnr wissenscbaften 
nebst Grenzgebieten, 100, Ausgabe [XLVIII u. 272 S. gr. 8], in alien Buch- 
handlxmgen unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter 
Kreuzband von mir immittelbar an die Besteller Rbersandt. 

Lemic, PoststraBe 3, B. O. Teubner, 



Yerlag you B. G. TeuTbner in Jjoipzig. 

A.l)el, Mels Henrik, (l^avi'es completes. Nouvelle edition })ubli('e 
aux li’ais de TEtat Norvegien par MM. L. Hylow et S. Ijio. 
2 tomes. 4. 1881. geli 24.'** 

Tome premier fVIII u. 621 S.J, coutcuaiit lea imimoircs publiea par^A^bel. 
Tome second [lY u. 341 S.], contenaiit lee momoirew poetbumea (rA))ol. 

Biermanil, Er. Otto, Professor an cler k. k. Tecbniscben Hocbschule vai 
Briinn, Elomente der hohereii Matbematik. X^orle.sungtm /au* 
Yorbereitung des Studiunis dor Ditterentialrechiuing, Alg(4)i’a uiid 
Eanktionentbeoiio. [XII u. 382 S.J i*r. 8. 1895. gob. n. lO.--, 
in LeinYvand gob. JC ll. -■ 

Tbeorie dor aualytiscben Eu ii k iio ii on. [X u. ‘1;)2 S.J 

gr. 8. 1887. geli. n. Jl. 12.80, in Loinwand gob. ii. JL 11. - — 

Bocler, laxime, Professor an der Harvard- ITnivorsitat /ai Oambri(lg(‘, 
Mass., "V. St. A., liber die Reihenentwickchingon d(M* Ooton- 
ti al tlieorie. Mit einem Vorvvort von Eolix Klein. Mit 113 
Figaren ini Text. [YIII u. 258 S.] gr. 8. 1894. geb. n. Jt 8.* ^ 

BlirkliaTdt, Dr. H., Professor an der Univorsitllt Ziincb, E ntw i (Odungon 
n acL o szillioreuden Eunktioaen. BericJit, orstatiet dor Doutscdien 
Mathematiker -Yereinigung. A. u. d. T.: J abrosbori oht der 
DentselierL Matbematiker-Yereiniguiig. X. Band. 11. Hefii. 1. Eief. 
[176 S,] gr. 8. 1901. geb. n. 5 . 60. 2. Liofening. 18.177—400.1 
gr. 8. 1902. geli. n. Jt 7.60. 3. Lieferung. IS. 401 — =-768.| gr. 8. 

1903. geb. n. JL 12.40. 4. Lieferung. [S. 769 — 1072.1 gr. H. 

1904. ^^b. 11. JL 10. — [.Schlufi-Liofornng xmtor dor ProttHO.l 

Dini, Ulisse, Professor an der Dniversitilt Pisa, Grundlagen filr 
eineTbeorie der Punktionen einor verliud erlicbon rcuillen 
Gr5Be. Mit Genehmigung des Verfassers deutscb bearboitet von 
Geh. Hofrat Dr. Jacob Liiroth, Professor in Freiburg i. B., uud 
Adolf Sebepp, weiland Oberleutnant n. D. in Wiesbaden. [XVIH 
u. 554 S.] gr. 8. 1892. gob. n. JL 12 . — , in Lelinv. gob. n. JL 1 3 . 

Dlirege, Dr. H., weiland Professor an dor ITnivorsitat Brag, Th{‘,ori(‘ 
der elliptischen Punktionen. Ye.rsucb oiuer elomontanni I)ar« 
stellmg. 4. Aufiage. Mit 32 Holzscbniti^en im Text. 1 VIII n. 394 B, 1 
gr. 8. 1887. geb. n. JL 9. — , in Leinwand gel). n. JL 10.- 

[Xeulbearbeitung von L. Mauror untor dor ProKSO.T 

Elemente der Tbeoric dor Fnnktionen oiner koni- 

plexen Yeranderlicben GroBo, Mit besoiidorer BoruckBbditigimg 
der Sebopfungen Eiemanns. 4. Aufiage. [X u. 300 S. 1 gr. 8. 1893. 
g-eh. TL. JL ^ . 80, in Leinwand geb. xi. JL 7 . 80. 

[Xeubearbeitung von 1/ Mauror untor dor ProBso.,] 

Pricke, Dr. Robert, Professor an der Tecbniscben Hocbschule zu Brauu' 
sebweig, und Geh. Regierungsrat Dr. Felix Klein, Professor an dor 
UniversitJit Gottingen, Vorlesungen iiber die Tlieorie dor 
aatomorphen Punktionen. In 2 BJinden. L Band: Die gruppen- 
theoretiseben Grundla gen Mit 192 Piguren im Text. fXIV u. 
634 S.| gr. 8. 1897. geh. n. 22. -- 



Fricke, ])r. Robei't, Professor an der Teclinisclien Hockschule zu Braun- 
schwei^r, urul (Jell. RegLemiigsrai Dr. Felix Klein, Professor an der 
lliiiversil'iiU. (k’litingen, Vor] esnngeii ilher die I'heorie der 
aiitomorplioB FTiiiktioneii. In 2 Bilnden. IL Band: Die 
1‘nuktionoii ilieoretis(*hen Aiisfuhrungen uud die Anwen- 
dungon. 1. Hillfte: Engore Theorio der automorpheii Funk- 
tioiien. Mit Figuren im Text. [282 S.J gr. 8. 11)01. geli. 

n. Jl 10 . — 

Harkness, J., Professor am College 7,11 Biyn Mawr, elliptisclie 
Funktionen. gr. 8. In Lein wand geb. Uu \^>rber«ifcuugr] 

Harnack, Dr. AX6l, weiland Professor der Mathematik am Polytech- 
iiiknni 7A1 Drt'sden, die (irrundlagen der Theorie des Jogaritli- 
luisehon Potentialos iind der eindeutigen Potentialfunk- 
tion(‘n in der Phone. [IV n. 158 S.J gi'. 8. 1887. geh. n. 4 . 20. 

Hensel, Dr. Knrt, Professor der Mathematik an der Universitat Mar- 
burg a. L., und Dr. Georg Landsberg, Pi-ofessor der Mathematik an der 
llniversitHt Breslau, Theorie dor algebraischen Funktionen 
oilier Variahelu nnd ihre Anwendung auf algobraische 
Kurvon und Abeische Integrale. Mit vielen Figuren im Text. 

I XVI n. 708 S.| gr. 8. 1902. In Leinwand geb. n. ^ 28 , — 

Inhalt: 1. 'Poll: Ausbroituug dev algobraiscbiea Fuaktionen auf dor Kiemanaschen 
Flllclio. II. Dor KOrp or algobralBCher Funktionen. Ill Teil- JDio algebraischen Divisor en 
uud (lor Ulomauu-lUx'hHcho Satz. IV Toil: Dio algebraischen Kurven Oder Gebildo. V. Teil: 
Dio Klafltttnx algobraischor Q(ibildo VI. Teil; Algebraische JRelationen zwischen Abelschen 
iutegralou. Anhaug. Sachregister. 

Klein, (^ebeimer Regieiningsrat Dr. Felix, Professor an der Universitat 
Ddi.tingon, VorL^.sungen iiber die Theorie der elliptische 
Modn Ifnnktio nen. Ausgeai'beitet und vervoilstandigt von Dr. 
Robert Fricke, Professor an dor Teehnischen Hochschule zu Braun- 
schweig. 2 Bande. Mit Figuren im Text. gr. 8. geh. JederBand n.Ji.24. — 
Finzeln: I. Band. Grundlegung der Theorie. [XX a. 764 S.] 1890. 

Jl. — Fortbildung und Anwendung der Theorie. [XV 
u. 7 VI S-l 1892. 


tlhor Eiomanns Theorie der algebraischen Funkti onen 

imd ihrer Integrale. Eine Erganzung der gewbhnlichen Darstellung. 
Mit Figuren im Text. [VITI u. 82 S.J gr. 8. 1882. geh. n. JC 2.40. 
autographierte Yorlesungshefte. 4. geh. 


zusammen n. M. 12. — 


in. Dbcr die hypergeometrische Funktion. 

569 Seiten (W.-8. 1898 94) n. 9. 

V. Hiemannsche Flachen. 

Heft 1 , 264 Seiten (W.-S. 1891/92) ) 

Ht4t 2, 262 Seiten (S.-S. 1892) I 

Koenigsborger, Geheimrat Dr. Leo, Professor an der Universitat 
1 1(‘id(dberg, Vorlesungen liber die Theorie der elliptischen 
Funktionen nebst einer Kinleitung in die aUgemeine Funktionen- 
lehre. Mit 62 Holzschnitten im Text. 2 Teile. gr. 8. 1874. 

geh. 21.60. 


Einzeln: 1. Teil [VJIl u, 481 S.J 
n. — [YTT u. 219 S.J 


n. JC 14.— 
n. Ji 7.60. 



Krazer, Dr. Adolf, Professor an der Teehnischen Bochscliule Vai Kiiris- 
Tuhe, Lelirbucli der Theta, fnnkfcioneii. Mit 10 Piguron hu^lexi. 
[XXIV u. 512 S.] gT. 8. 1903. In Leimvand geh. ii. Ji 24. ^^ 
Neiimami, Geh. Fofrat Dr. Carl, Professor an der Umve^rsitilt Ij<dpzig, 
Vorlesungen hher Riemanns Theorie der Aholschen lu- 
te gr ale. 2., vollstlindig umgearheitete und wesentlich verni(4n’tt^ 
Aiiflago. Mit zahlreichen Holzschnitten iin Text und 1 litliogr. 
Tafel." [XIV u. 472 S.] gr 8. 1884. goh. n. 12.- ■ 

liber die nacb Kreis-, Kiigel- und Cylinder fnnkt ion o n 

fortschreitenden Entwicklungen, unter dnrcbgilngiger Anwen- 
dung des Du Bois-Reymondseben Mittelwertsatzes. |YIll u. 104 B.) 
gr. 4. 1881. geb. n. JL 7 . 20. 

Neumanil, Dr. Franz, weiland Professor der Pliysik und Mitioraloglo 
an der Universitat Kdnigsberg, Beitriige ziir Tlieorio der 
Kugelfunktionen. 1. und II. Abteilung. (In 1 Band.) [Ibd 8,1 
gr. 4. 1878. geb. n. A 8.— 

Yorlesungen liber inathematiscbe Fbysik, gebalten an 

der Uniyersitat Kdnigsberg. Ferausgegeben von sebieTi Scdiilleni in 
zwanglosen Feften. YT. Feft; Yorlesungen liber die Tbeorie 
des Potentials und der Kugelfunktionen. Herausgegebou 
von Geb. Fofrat Dr. Carl Neumann, Professor der Matbematik 
an der Universitat Leipzig. Mit Figuren iin Text. [XYI u, 364 S.j 
gr. 8. 1887. geb. n. Ji. 12, — 

Nielsen, Dr. Niels, Privatdozent in Kopenbagen, Inspokiior des inathe- 
matiseben Unterriebts an den Gymnasien Diinemarks, Fandl)i;cb 
der Theorie der Zylinderfunktionen. [XIY u. 408 8.| gr. 8. 
1904. In Leinwand geb. n, JL 14.- 

Fandbucb der Tbeorie dor Gammafunktion. |X ii. 

326 S.] gi’. 8. 1906. In Leinw. geb. 

Osgood, W. F., Professor an der Farvard-Universitat, Cambridge, Mass., 
Y. St. A., Lebrbucb der Funktionentbeorie. In 2 BHiubnu I. Band 
[ca. 480 S.] gr. 8. In Leinwand geb. Wndo ioor>.T 

PringsLeini , Dr. Alfred, Professor an der UniversitUt Mxineben, Yor- 
lesungen liber Zablen- und Funktionenlobre. (Blementax'e 
Tbeorie der unendlicben Algoritbmen und der analytiscbon l^bink- 
tionen einer komplexen Yeranderlichen.) I. Band: Zahlonlehre 
II. Band: Funktionenlehre, gr. 8. In Leinwand geb. [Xn VorbonUtung.i 
Ransenberger, Dr. Otto, Professor an der Mustorscbule zu Frankfurt a. M., 
Lebrbucb der Tbeorie der periodiseben Funktionen einer 
Yariabeln mit einer endlichen Anzahl wesentliobor Dis- 
^ kontinuitatspunkte nebst einer Einleitung in die allge- 
naeiiie Funktionentbeorie. Mit Figuren im Text. fVIlI u. 
476 8-1 gr. 8. 1884. geb. n. JL 10.80. 

Riemann, Bernliard, •gosammelte matbematisebo Werko und 
wissenscbnftlicber Nacblafi. Ferausgegeben unter Mitwirkung von 
Richard Dedebintl und Feinricb Wober. 2. Auflage, boiirboitet 
von Heinrich Weber. Mit dem Bikinis Riomanns. [X u, 558 S.j 
gr. 8. 1892. geb. u. A 18.— 
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Riemann, BernLard, , ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||!l|^^ ^erke und, 

wissenscliaftlicher Kac 3 DlllM 

Noether, Professor an aerxrarv^r^irar liXiangeir^ xma vr . vVirtinger, 
Professor an der XJniversitat Wien Mit 9 Figuren iin Text. [YIII 
u. 116 S.] gr. 8 . 1902. geh. n. M. 6 . — 

Vorlesnngen ubcr elliptische Fnnktioncn. Mit Zii- 

satzen lieransgegeben von Dr. Hermann Stahl, Professor an der 
Universitat Tubingen. Mit 20 Figuren im Text. [VIII u. 144 S.] 
gr. 8 . 1899. geh. n. JL 5.60. 

Rost, Dr. Georg, Professor an der- Universitat Wurzburg, Theorie 
der Ricmannschen Thetafunktion. [IV u. 66 S.] gr. 4. 1902. 
geh. n. Ji 4. — 

Sohoenflies , Dr. Arthur, Professor der Mathematik an der Universitat 
KOnigsberg i. Pr., die Entwickelung der Lehre von den 
P unktmannigfaltigkeiten. Mit Figuren im Text. A. u. d. T.: 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. VIII, 2 . 
[VT u. 251 S-] gi-. 8 . 1900. geh. n. JL 8 . — 

Stahl, Dr. HermauiL, Professor der Mathematik an der Universitat 
Tubingen, Theorie der Abelschen Funktionen. Mit Figuren 
im Text. [X n. 364 S.] gr. 8 . 1896. geh. n. JC. 12 . — 

Stolz,Dr. 0., Professor a- ’ ’ , ^ ^ . 

Professor an de^ 

FunktionentI 
der von den ^ 
beriicksichtigtei 
methik‘‘ von ( 


gr. 8 . 1905. 

Auch in 2 A1 
I Abteilr 
geb. 

II. Abteih 
In Leii 

Thomae, Dr. J., 
Sammlung v 
elliptischen 
4. 1905. ka 

Vivauti, G., Prc 

eindeutigen 
wirkung des V 
an der Universr 
Wlrtiager, Dr, ^ 
Buchungen h 
Fakultat der 
1895 gekrdnt 
Wissenschaften 
1895. geh. 

algebr? 

In Lein wand g 
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